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Exercices Application du Cours

Exercice 1 : Démontrez la convergence et calculez la somme des séries de terme
général un dans les cas suivants :

1. un = n2xn, où |x| < 1

2. un =
n− 1
3n+1

3. un =
n (n− 1)xn

n!
, où x ∈ R

4. un =
n2 8n

n!
Exercice 2 : Etudiez la nature des séries de terme général un dans les cas
suivants :

1. un =
1√
n

sin
π

2n

2. un =
n− 1
3n − 1

3. un = 2n sin(1/n)

4. un = ln
(
1− 1

n + 2
)

On réalise une suite de lancers indépendants d’une pièce équilibrée.  

On note  l’événement « on obtient Pile au k
ième

 lancer » et  l’événement « on 

obtient Face au k
ième

 lancer ».  

On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si l’on obtient, pour la première 

fois, « Pile » suivi de « Face » aux lancers )1( −k  et k (où k est un entier supérieur ou 

égal à 2), X prenant la valeur 0 si l’on n’obtient jamais une telle succession. 

a) Calculer . 

b) Soit k un entier supérieur ou égal à 3. Calculer la probabilité que  

sachant que le premier lancer donne « Pile ». 

c) Soit k un entier supérieur ou égal à 3. Calculer la probabilité que  

sachant que le premier lancer donne « Face ». 

d) En déduire que : . 

e) On pose  . Déterminer , puis  si 

. 

f) En déduire . 

g) Montrer que X a une espérance et la calculer. 

kP kF

( 2)P X =

( )X k=

( )X k=

1 1
3 ( ) ( 1)

2 2k
k P X k P X k∀ ≥ = = = − +

2 2 ( )k
kk u P X k∀ ≥ = = ku ( )P X k=

2k ≥
( 0)P X =

Exercice 3.
 
Exercice 13 (d’après EDHEC 1998 voie S) 
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On considère la suite (𝑢𝑛)𝑛≥0 définie par :  

𝑢0 = 0,    𝑢1 = 1    et    ∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛, 

On pose enfin 𝜑 =
1+√5

2
.  

 

1.  Vérifier que 𝜑 > 1 et que les réels 𝜑 et 
−1

𝜑
 sont les solutions de l’équation : 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0.  

2.  Montrer que, pour tout entier 𝑛 ∈ ℕ : 𝑢𝑛𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1
2 = (−1)𝑛+1.  

3a. Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier 𝑛 ≥ 2, elle calcule et 

renvoie la valeur du terme 𝑢𝑛 de la suite (𝑢𝑛)𝑛≥0.   

function u=suite(n)  

v=0  

w=1  

for k=2:n  

.......... .......... ..........  

end  

u=..........  

endfunction   

3b. Justifier qu’il existe des réels 𝜆 et 𝜇, que l’on déterminera, tels que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑢𝑛 = 𝜆𝜑
𝑛 + 𝜇 (

−1

𝜑
)
𝑛

. 

3c. En déduire que la suite (
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
)
𝑛≥1

 converge et déterminer sa limite  

4.  On considère pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ :  

𝑆𝑛 =∑
𝑛

𝑘=1

(−1)𝑘

𝑢𝑘𝑢𝑘+1
  . 

4a. Montrer, sans chercher à calculer de somme, que la série de terme général 
1

𝑢𝑛𝑢𝑛+1
 converge.  

4b. En déduire que la suite (𝑆𝑛)𝑛≥1 converge.  

4c. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ :  

𝑆𝑛+1 − 𝑆𝑛 =
𝑢𝑛
𝑢𝑛+1

−
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛+2

. 

  4d. Montrer que : 𝜑 = 1 − ∑
+∞

𝑘=1

(−1)𝑘

𝑢𝑘𝑢𝑘+1
.  

PROBLEME – EXERCICE ECRICOME S 2018 
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Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont l’origine est le point O d’abscisse 0. 
Au départ (instant 0), le mobile est situé sur le point O. 
Le mobile se déplace selon la règle suivante : à l’instant 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ∗), il se place de façon équiprobable, sur 
l’un des points d’abscisse 0,1, … , 𝑛. 
Pour tout entier naturel 𝑛, on note 𝑋𝑛 l’abscisse de ce point à l’instant 𝑛 (on a donc 𝑋0 = 0). 
On admet que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑋𝑛 est une variable aléatoire définie un espace probabilisé 
(Ω,𝒜, 𝑃) que l’on ne cherchera pas à déterminer.  
On admet aussi que (𝑋𝑛)𝑛∈ℕ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes.    
1a. Déterminer, pour tout entier naturel 𝑛 non nul, la loi de 𝑋𝑛.  

1b. En déduire que, pour tout entier naturel 𝑛 non nul, 𝑋𝑛 possède une espérance  et une variance, puis 

déterminer 𝐸(𝑋𝑛) et 𝑉(𝑋𝑛). 

2.  On note 𝑌 le rang du premier retour à l’origine du mobile et on admet que 𝑌 est une variable aléatoire 

définie, elle aussi, sur (Ω,𝒜, 𝑃).   

2a. Pour tout entier naturel 𝑛 non nul, exprimer l’événement [𝑌 = 𝑛] à l’aide des variables aléatoires 

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛.  

2b. En déduire que la loi de 𝑌 est définie par : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑃(𝑌 = 𝑛) =
1

𝑛(𝑛+1)
.  

2c. Vérifier par le calcul que l’on a : ∑+∞𝑛=1 𝑃(𝑌 = 𝑛) = 1.  

2d. La variable aléatoire 𝑌 admet-elle une espérance  ? 

3a. Montrer que, pour tout entier naturel 𝑘 non nul, on a : 
1

𝑘+1
≤ ln(𝑘 + 1) − ln𝑘 ≤

1

𝑘
.  

3b. En déduire que : ∀𝑗 ≥ 2, ln 𝑗 ≤ ∑
𝑗−1
𝑘=1

1

𝑘
≤ ln 𝑗 + 1 −

1

𝑗
.  

3c. Conclure alors que : ∑
𝑗−1
𝑘=1

1

𝑘
~

𝑗→+∞
ln 𝑗. 

 

4.  On note 𝑍 le rang du deuxième retour à l’origine du mobile et on admet que 𝑍 est une variable 

aléatoire, définie, elle aussi, sur (Ω,𝒜, 𝑃).   

4a. Déterminer pour tout 𝑖 ≥ 𝑗, la probabilité 𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗).  

4b. Établir que :  

∀𝑖 ≤ 𝑗 − 1,    𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗) =
𝑖 + 1

𝑗(𝑗 + 1)
 

 

4c. Écrire, pour tout entier naturel 𝑗 supérieur ou égal à 2, la probabilité 𝑃(𝑍 = 𝑗) comme une somme 

finie.  

4d. La variable aléatoire 𝑍 possède-t-elle une espérance  ? 

 

PROBLEME  EXERCICE EDHEC S 2018 EPREUVE ANNULÉE 
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5. On rappelle qu’en Scilab, l’instruction grand(1,1,’uin’,a,b) permet de simuler une variable aléatoire 

suivant la loi uniforme à valeurs dans ⟦𝑎, 𝑏⟧.  

5a. Écrire des commandes Scilab calculant et affichant la valeur de l’abscisse du mobile après son 𝑛𝑖è𝑚𝑒 

déplacement lorsque la valeur de 𝑛 est entrée au clavier par l’utilisateur.  

5b. Compléter le script Scilab suivant pour qu’il permette d’afficher dans cet ordre les valeurs prises par 

les variables aléatoires 𝑌 et 𝑍.    

n = 0  

a = 0  

while a < 2  

n = n+1  

if grand(1,1,’uin’,0,n) == 0 then  

a = a+1  

if a == 1 then  

y=n 

end  

end  

end  

disp(...,’y=’)  

disp(...,’z=’)   



1) a)   
4

1
)2( ==XP . 

b) 
11 2

1
)(

−
==

kP kXP . Etudier la série de lancers à partir du ème2 . 

c) )1()(
1

−=== kXPkXPF . Etudier la série de lancers à partir du ème2 . 

d) Utiliser la formule des probabilités totales. 

e) 1−= kuk  et 
k

k
kXP

2

1
)(

−
== . La suite )( ku  est arithmétique. 

f) 0)0( ==XP . Utiliser 1)()0(
2

==+= ∑
+∞

=k

kXPXP . 

g) 4)( =XE . Somme de dérivée de série géométrique convergente. 

2) a)   
4

1
)2( ==YP  et 

8

1
)3( ==YP . 

b) Leur réunion est Ω  et ils sont deux à deux incompatibles. 

c) Utiliser la formule des probabilités totales. 

d) 























 −
−









 +
==

−− 11

4

51

4

51

52

1
)(

kk

kYP . Récurrence linéaire d’ordre 2. 

e) 0)0( ==YP . Utiliser 1)()0(
2

==+= ∑
+∞

=k

kYPYP . 

f) 6)( =YE . Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes. 
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– EXERCICE ECRICOME S 2018 

 

On considère la suite (𝑢𝑛)𝑛≥0 définie par : 𝑢0 = 0,    𝑢1 = 1    et    ∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛, 

On pose enfin 𝜑 =
1+√5

2
.  

 

1.  Vérifier que 𝜑 > 1 et que les réels 𝜑 et 
−1

𝜑
 sont les solutions de l’équation : 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0.  

• √5 > 1 donc 
√5+1

2
>
1+1

2
= 1 

• 𝑥 → 𝑥2 − 𝑥 − 1 est un trinôme de discriminant strictement positif, il a pour racines 
1+√5

2
= 𝜑 et 

1−√5

2
 . 

Par ailleurs, 
−1

𝜑
= −

2

1+√5
= −

2

1+√5
×
1−√5

1−√5
= −

1−√5

−2
=
1−√5

2
 est bien la seconde racine. 

• Remarquons que comme 𝜑 est solution de l’équation, on obtient la relation (elle nous sera utile) 

𝜑2 = 1 + 𝜑 

 

2.  Montrer que, pour tout entier 𝑛 ∈ ℕ : 𝑢𝑛𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1
2 = (−1)𝑛+1.  Soit 𝑃(𝑛) : « 𝑢𝑛𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1

2 = (−1)𝑛+1 »  

• Vu que 𝑢2 = 1, on obtient pour 𝑛 = 0 : 𝑢0𝑢0+2 − 𝑢0+1
2 = −1 = (−1)0+1. 𝑃(0) est vraie. 

• Supposons la relation vraie pour un entier naturel 𝑛 :  

À l’aide de la relation de récurrence qui définit (𝑢𝑛) on obtient, 

𝑢𝑛+1𝑢𝑛+3 − 𝑢𝑛+2
2 = 𝑢𝑛+1(𝑢𝑛+2 + 𝑢𝑛+1) − 𝑢𝑛+2(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛) 

= 𝑢𝑛+1
2 − 𝑢𝑛+2𝑢𝑛 =⏞

𝐻.𝑅.

− (−1)𝑛+1 = (−1)𝑛+2  ∶   P(n + 1)  est  vraie 
 

3a. Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, … 

for k=2:n 

 t = w // on garde en mémoire la valeur de 𝑤  

w = v + w 

v = t 

end  

u= w 

 

3b. Justifier qu’il existe des réels 𝜆 et 𝜇, que l’on déterminera, tels que : ∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑢𝑛 = 𝜆𝜑
𝑛 + 𝜇 (

−1

𝜑
)
𝑛
. 

• (𝑢𝑛) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont l’équation caractéristique a pour racines les réels 𝜑 et 

−1/𝜑 (Q1) : on sait alors qu’il existe deux réels 𝜆 et 𝜇 tels que : ∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑢𝑛 = 𝜆𝜑
𝑛 + 𝜇 (

−1

𝜑
)
𝑛
. 

• Pour 𝑛 = 0 on obtient : 𝜆 + 𝜇 = 0 donc 𝜆 = −𝜇 

Pour 𝑛 = 1 on obtient : 𝜆𝜑 −
𝜇

𝜑
= 1 ⇔ 𝜆𝜑2 − 𝜇 = 𝜑 ⇔ 𝜆(𝜑2 + 1) = 𝜑 ⇔ 𝜆 =

𝜑

𝜑2+1
= ⋯ =

1+√5

3+√5
=

1

𝜑
 . 

• Ainsi, pour tout entier naturel 𝑛, 

𝑢𝑛 = 𝜑
𝑛−1 + (

−1

𝜑
)
𝑛+1

 

 

3c. En déduire que la suite (
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
)
𝑛≥1

 converge et déterminer sa limite.  

• D’après Q1, |
−1

𝜑
| < 1 donc 𝑢𝑛~𝜆𝜑

𝑛 et  𝑢𝑛+1~𝜆𝜑
𝑛+1 en l’infini. 

• Par quotient d’équivalents 
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
~𝜑  donc la suite (

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
) converge vers 𝜑. 

 

4.  On considère pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ : 𝑆𝑛 = ∑
𝑛
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑢𝑘𝑢𝑘+1
  . 

4a. Montrer, sans chercher à calculer de somme, que la série de terme général 
1

𝑢𝑛𝑢𝑛+1
 converge.  

• D’après le 3c, par produit d’équivalents, 𝑢𝑛𝑢𝑛+1~𝜆
2𝜑2𝑛+1 donc 

1

𝑢𝑛𝑢𝑛+1
~

1

𝜆2𝜑
(
1

𝜑2
)
𝑛
≥ 0 :on reconnait le 

terme d’une série géométrique convergente (1/𝜆2 < 1).  

• Par critère sur les équivalents de série de terme général positif, on obtient le résultat voulu. 
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4b. En déduire que la suite (𝑆𝑛)𝑛≥1 converge. Le 4a permet d’établir la convergence absolue de la série de terme 

général 
(−1)𝑛

𝑢𝑛𝑢𝑛+1
 donc la convergence de la suite (𝑆𝑛) qui est la somme partielle associée. 

 

4c. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ : 𝑆𝑛+1 − 𝑆𝑛 =
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
−
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+2
. D’après la relation de Chasles, 

𝑆𝑛+1 − 𝑆𝑛 =
(−1)𝑛+1 

𝑢𝑛+1𝑢𝑛+2
 

Or  

𝑢𝑛
𝑢𝑛+1

−
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛+2

=
𝑢𝑛𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1

2

𝑢𝑛+1𝑢𝑛+2
=⏞
𝑄2 (−1)𝑛+1 

𝑢𝑛+1𝑢𝑛+2
 

  

4d. Montrer que : 𝜑 = 1 − ∑+∞𝑘=1
(−1)𝑘

𝑢𝑘𝑢𝑘+1
. Par passage à la somme dans le 4c et téléscopage, on obtient 

∑𝑆𝑘+1 − 𝑆𝑘

𝑛−1

𝑘=1

= ∑
𝑢𝑘
𝑢𝑘+1

−
𝑢𝑘+1
𝑢𝑘+2

𝑛−1

𝑘=1

 

⇔ 𝑆𝑛 − 𝑆1 =
𝑢1
𝑢2
−
𝑢𝑛
𝑢𝑛+1

 

⇔ 𝑆𝑛 + 1 = 1 −
𝑢𝑛
𝑢𝑛+1

 

D’après le 3c, par passage à la limite, 

∑
+∞

𝑘=1

(−1)𝑘

𝑢𝑘𝑢𝑘+1
= −

1

𝜑
= ⋯ = 1 − 𝜑 

 

 

 EXERCICE EDHEC S 2018 EPREUVE ANNULÉE 

 

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont l’origine est le point O d’abscisse 0. 
Au départ (instant 0), le mobile est situé sur le point O. 
Le mobile se déplace selon la règle suivante : à l’instant 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ∗), il se place de façon équiprobable, sur 
l’un des points d’abscisse 0,1, … , 𝑛. 
Pour tout entier naturel 𝑛, on note 𝑋𝑛 l’abscisse de ce point à l’instant 𝑛 (on a donc 𝑋0 = 0). 
On admet que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑋𝑛 est une variable aléatoire définie un espace probabilisé 
(Ω,𝒜, 𝑃) que l’on ne cherchera pas à déterminer.  
On admet aussi que (𝑋𝑛)𝑛∈ℕ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes.   
 
1a. Déterminer, pour tout entier naturel 𝑛 non nul, la loi de 𝑋𝑛. 𝑋𝑛 ↪ 𝒰(⟦0, 𝑛⟧) 
1b. En déduire que, pour tout entier naturel 𝑛 non nul, 𝑋𝑛 possède une espérance  et une variance, puis 
déterminer 𝐸(𝑋𝑛) et 𝑉(𝑋𝑛). 

• Une loi uniforme possède une espérance et une variance. On sait alors que 𝐸(𝑋𝑛) =
0+𝑛

2
=
𝑛

2
 

• Par ailleurs, d’après le cours si 𝑋𝑛 ↪ 𝒰(⟦0, 𝑛⟧) alors la variable aléatoire 𝑋𝑛 + 1 ↪ 𝒰(⟦1,𝑁⟧) 
avec 𝑁 = 𝑛 + 1. 

Ainsi, 𝑉(𝑋𝑛 + 1) = 𝑉(𝑋𝑛) =
𝑁2−1

12
=
(𝑛+1)2−1

12
=
𝑛(𝑛+2)

12
 

 
2.  On note 𝑌 le rang du premier retour à l’origine du mobile et on admet que 𝑌 est une variable aléatoire 
définie, elle aussi, sur (Ω,𝒜, 𝑃).   
 
2a. Pour tout entier naturel 𝑛 non nul, exprimer l’événement [𝑌 = 𝑛] à l’aide des v.a. 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛. Le 
premier retour à l’origine est à l’étape 𝑛 si le mobile n’est jamais en 0 avant l’étape 𝑛, et qu’il l’est à 
l’origine à l’étape 𝑛. Ainsi, [𝑌 = 𝑛] = (𝑋1 ≠ 0) ∩ (𝑋2 ≠ 0) ∩ … (𝑋𝑛−1 ≠ 0) ∩ (𝑋𝑛 = 0) . 
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2b. En déduire que la loi de 𝑌 est définie par : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑃(𝑌 = 𝑛) =
1

𝑛(𝑛+1)
.  

Les 𝑋𝑖 suivent une loi 𝒰(⟦0, 𝑖⟧) donc  

• 𝑃(𝑋𝑖 = 0) =
1

𝑖+1
 

• 𝑃(𝑋𝑖 ≠ 0) = 1 − 𝑃(𝑋𝑖 = 0) =
𝑖

𝑖+1
 

Ainsi, par mutuelle indépendance des variables aléatoires on trouve d’après le 2a que 

𝑃(𝑌 = 𝑛) =
1

2
×
2

3
× …×

𝑛 − 1

𝑛⏟            
1
𝑛
  𝑝𝑎𝑟 𝑡é𝑙é𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒

×
1

𝑛 + 1
=

1

𝑛(𝑛 + 1)
 

 
2c. Vérifier par le calcul que l’on a : ∑+∞𝑛=1 𝑃(𝑌 = 𝑛) = 1.  

• Pour tout entier non nul, 
1

𝑛(𝑛+1)
=

1

𝑛
−

1

𝑛+1
 

• Ainsi, pour tout entier naturel 𝑁, ∑N𝑛=1 𝑃(𝑌 = 𝑛) = 1 −
1

N+1
  𝑝𝑎𝑟   𝑡é𝑙é𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒 donc la suite de 

somme partielle converge vers 1, et on obtient le résultat voulu. 
 
2d. La variable aléatoire 𝑌 admet-elle une espérance ? Non, puisque la série de terme général 

|𝑛𝑃(𝑌 = 𝑛)| =
1

𝑛+1
 diverge (série harmonique ou critère d’équivalence). 

 

3a. Montrer que, pour tout entier naturel 𝑘 non nul, on a : 
1

𝑘+1
≤ ln(𝑘 + 1) − ln𝑘 ≤

1

𝑘
. Soit 𝑘 ∈ ℕ∗ : 

• La fonction 𝑙𝑛 est continue sur [𝑘; 𝑘 + 1], dérivable sur ]𝑘; 𝑘 + 1[ 

• Pour tout 𝑥 de [𝑘; 𝑘 + 1] on a 
1

𝑘+1
≤ 𝑙𝑛′(𝑥) =

1

𝑥
≤

1

𝑘
 . 

• L’inégalité des accroissements finis permet de conclure puisque 𝑘 + 1 − 𝑘 = 1 
 

3b. En déduire que : ∀𝑗 ≥ 2, ln𝑗 ≤ ∑
𝑗−1
𝑘=1

1

𝑘
≤ ln𝑗 + 1 −

1

𝑗
. Sommons l’encadrement suivant de 𝑘 = 1 à 𝑗 −

1, il vient par téléscopage : 

∑

𝑗−1

𝑘=1

1

𝑘 + 1
≤ ln 𝑗  ≤ ∑

𝑗−1

𝑘=1

1

𝑘
⇔∑

𝑗

𝑘=2

1

𝑘
≤ ln 𝑗  ≤ ∑

𝑗−1

𝑘=1

1

𝑘
   à  𝑙′𝑎𝑖𝑑𝑒 𝑑′𝑢𝑛 𝑐ℎ𝑔𝑡  𝑑′𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 

⇔∑

𝑗−1

𝑘=1

1

𝑘
+
1

j
− 1 ≤ ln 𝑗  ≤ ∑

𝑗−1

𝑘=1

1

𝑘
 

• L’Inégalité de gauche donne bien ∑
𝑗
𝑘=1

1

𝑘
≤ ln 𝑗 + 1 −

1

𝑗
 

• Celle de droite donne bien ln 𝑗  ≤ ∑
𝑗−1
𝑘=1

1

𝑘
 

 

3c. Conclure alors que : ∑
𝑗−1
𝑘=1

1

𝑘
~

𝑗→+∞
ln 𝑗. En divisant par ln 𝑗 ≠ 0, le 3b donne  

1 ≤
∑𝑗−1𝑘=1

1
𝑘

ln𝑗
≤ 1 +

1

ln 𝑗
−

1

𝑗 ln 𝑗
 

Le théorème des gendarmes permet donc de conclure. 
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4.  On note 𝑍 le rang du deuxième retour à l’origine du mobile et on admet que 𝑍 est une variable 
aléatoire, définie, elle aussi, sur (Ω,𝒜, 𝑃).   
4a. Déterminer pour tout 𝑖 ≥ 𝑗, la probabilité 𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗). Si le premier retour à l’origine a lieu à l’étape 

𝑖, le deuxième retour ne peut avoir lieu à une étape 𝑗 ≤ 𝑖 : 𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗) = 0  ∀𝑖 ≥ 𝑗 

 

4b. Établir que : ∀𝑖 ≤ 𝑗 − 1,    𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗) =
𝑖+1

𝑗(𝑗+1)
 

Utilisons la relation  

𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗) =
𝑃((𝑌 = 𝑖) ∩ (𝑍 = 𝑗))

𝑃(𝑌 = 𝑖)
 

Comme déjà vu en 2a, en terme d’évènements on a :  

(𝑌 = 𝑖) ∩ (𝑍 = 𝑗) =⋂(𝑋𝑘 ≠ 0)

𝑖−1

𝑘=1

∩ (𝑋𝑖 = 0) ⋂ (𝑋𝑘 ≠ 0)

𝑗−1

𝑘=𝑖+1

∩ (𝑋𝑗 = 0) 

Par mutuelle indépendance des variables aléatoires et vu que chaque 𝑋𝑘 ↪ 𝒰(⟦0, 𝑘⟧) on a  

𝑃((𝑌 = 𝑖) ∩ (𝑍 = 𝑗)) = 𝑃(𝑌 = 𝑖) × (∏
𝑘

𝑘 + 1

𝑗−1

𝑘=𝑖+1

) ×
1

𝑗 + 1
 

= 𝑃(𝑌 = 𝑖) ×
𝑖 + 1

𝑗
×

1

𝑗 + 1
  (𝑡é𝑙é𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒) 

Ainsi,  

𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗) =
𝑃((𝑌 = 𝑖) ∩ (𝑍 = 𝑗))

𝑃(𝑌 = 𝑖)
=
𝑃(𝑌 = 𝑖) ×

𝑖 + 1
𝑗 ×

1
𝑗 + 1

𝑃(𝑌 = 𝑖)
=

𝑖 + 1

𝑗(𝑗 + 1)
 

 
4c. Écrire, pour tout entier naturel 𝑗 supérieur ou égal à 2, la probabilité 𝑃(𝑍 = 𝑗) comme une somme 
finie. La famille (𝑌 = 𝑖)𝑖∈ℕ∗  forme une S.C.E. donc d’après la formule des probabilités totales on a : 

𝑃(𝑍 = 𝑗) =∑𝑃(𝑌 = 𝑖)𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗)

+∞

𝑖=1

=∑𝑃(𝑌 = 𝑖)𝑃[𝑌=𝑖](𝑍 = 𝑗)

𝑗−1

𝑖=1

   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  4𝑎 

=∑
1

𝑖(𝑖 + 1)
×

𝑖 + 1

𝑗(𝑗 + 1)

𝑗−1

𝑖=1

=
1

𝑗(𝑗 + 1)
∑

1

𝑖

𝑗−1

𝑖=1

   𝑝𝑎𝑟  𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑟𝑖𝑡é 

 
4d. La variable aléatoire 𝑍 possède-t-elle une espérance ? Elle en admet une ssi la série ∑ 𝑗𝑃(𝑍 = 𝑗)𝑗≥2  

converge (absolument : le terme général est positif).Or  

𝑗𝑃(𝑍 = 𝑗) =
1

𝑗
∑

1

𝑖

𝑗−1

𝑖=1

~
ln 𝑗

𝑗
  𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  𝑙𝑒  3𝑐 

Comme 
ln 𝑗

𝑗
≥
1

𝑗
 et comme la série harmonique ∑

1

𝑗𝑗≥2  diverge, par critère de comparaison, la série 

∑
ln 𝑗

𝑗𝑗≥2  diverge également. Donc 𝑍 n’admet pas d’espérance par critère d’équivalence sur les séries de 

terme général positif. 
 

5a. Écrire des commandes Scilab calculant et affichant la valeur de l’abscisse du mobile après son 𝑛𝑖è𝑚𝑒 
déplacement lorsque la valeur de 𝑛 est entrée au clavier par l’utilisateur.  
 𝑥 = 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑(1,1,′ 𝑢𝑖𝑛′, 0, 𝑛) 
 𝑑𝑖𝑠𝑝(𝑥) 
5b. Compléter le script Scilab suivant pour qu’il permette d’afficher dans cet ordre les valeurs prises par 
les variables aléatoires 𝑌 et 𝑍…    disp(y,’y=’)  

disp(n,’z=’)   
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