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Fonctions Réelles
Devoir Maison N°5
Exercice

1. Déterminer la limite de la suite (u,),>1 définie par : ¥n € N,

1
u, =n’sin <> (ei - 1) .
n

2. Déterminer un équivalent simple & la suite (u,),>; définie par : Vn € N*,

Uy =3"(v1+In(l+277) - 1).

Probleme

Partie I : trois questions préliminaires — Les trois questions de cette partie sont indépendantes.

1. Soit un entier ¢ > 1 et soit ¢, : R — R I'application définie par : Vz € R, p,(z) = 2.
Donner sans démonstration pour tout entier k > 1 'expression de gpgk)(x) pour tout z € R.

2. Donner pour tout entier k > 1 'expression de ln(k)(x) pour tout z € K.
On refera la démonstration vue en cours.

3. Soit I'application h : R — R définie par : Yz € R, h(z) = exp(exp(z)).
(a) Justifier que h est de classe C* sur R.

(b) Montrer que, pour tout n € N, il existe un polynome P, tel que :
VreR, h™(x)=P,(exp(z))exp(exp(z)).

On donnera une relation de récurrence entre Pyy1 et P,.

Partie II — Pour toute application f : R} — R de classe C* sur R}, on définit I'application g : R — R
par :
WeR, glz)= flespla)
1. La relation (x) - Soit f:R% — R une application de classe C*° sur RY.
(a) Justifier que g est de classe C* sur R.
(b) Montrer que, pour tout n € N*, il existe un n-uplet de réels (a1, ..., @) tel que

n

veeR, ¢™() = Zamkekxf(k)(exp(x)). (%)
k=1

On vérifiera que pour tout n € N* :
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(i) ant11 = an,1,
(ii) Un+1,n+1 = Qn,n,
(iii) ant1k = kank + anrx—1 pour tout k € [2,n].

On remarquera que les coefficients a,,  sont indépendants de Uapplication f.
(c) Déterminer a, 1 et an , pour tout n € N*.

(d) Compléter le programme suivant qui, pour un entier m donné en entrée, renvoie en sortie une
matrice A carrée de taille m et telle que : V(n, k) € [1,m]?,

Anpr Sin>k
An,k{ "

0  sinon
m=input (’entrer m :’)

for n=1:m-1
a(n+1,1)=.......... ;
a(n+l,n+l)=.......... ;
for k=2:n
a(n+tl, k)= ;
end
end
disp(a)

2. FEtude d’un premier exemple — Dans cette question, 'application f est 'application exp. En
utilisant la relation (%), montrer que, pour tout n € N*

Pu(X) = aniX".
k=1

3. Ftude d’un deuriéme exemple — Dans cette question, 'application f est I’application In.

(a) Calculer g et en déduire g™ (x) pour tout entier n > 2 et tout = € R.

(b) En utilisant la relation (x) et la premiére question préliminaire, montrer que, pour tout entier
n>2,

(=D Yk — 1Dlay, = 0. (%)

NE

E
Il

1

4. Etude d’un troisiéme exemple — Dans cette question, 'application f est I’application ¢, définie
dans la deuxiéme question préliminaire.
(a) Calculer g et en déduire g(™ (z) pour tout entier n > 1 et tout z € R.

(b) En utilisant la relation () et la premiére question préliminaire, montrer que, pour tout entier

n 2 q,
q
q
k! ank =q". * * %
Sk (ane = (ex0)

5. Question bonus : calcul des a,j — Soit un entier n > 2. Montrer par récurrence forte sur
k € [1,n] en utilisant la relation (x * x) que, pour tout k € [1,n],

1 (k1) . n—1;_1yk—j
an,k(k_l)!j_o( i >(j+1) (—1)F7.
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1. Comme % — 0,
. 1 1 1 1
sin{—)]~— e ern —1~—.
n n n
Ainsi par produit
5 1 1
Up ~ N —-— de. u,~1
n n
Ainsi
Uy — 1.

2. Comme In(1 +27") — In(1) = 0 par composition de limites, alors

1
1+In(14+2") -1~ 3 ‘In(14277).

Or 2™ — 0 donc
In(1+27")~27".

Ainsi par produit
1 s 1/3\"
un~§-3"~2" ie. unw<2> .

Probleme

Partie I : trois questions préliminaires —

1. Pour tout entier k£ > 1, pour tout x € R,
qlg—1)... (¢ —k+ )27k

0w ={ ;

2. Pour tout entier k£ > 1, pour tout z € R,

sik<gq
sik>q

1) = 2D

Démonstration par récurrence sur k : cf cours.

3. (a) L’application exp est de classe C*° sur R donc h = exp oexp 'est aussi.
“ il existe un polynoéme P, tel que :

(b) Pour tout n € N, on pose A(n) :

veeR, h"™(zx)= P,(exp(z))exp(exp(x)).”

Initialisation : Posons Py(X) = 1. Alors :
veeR, h9(zx)=h(z)=exp(exp(x)) = Py(exp(x)) exp(exp(x)).

Donc A(0) est vraie.
Heérédité : Soit n € N. SQ A(n) est vraie. Alors : Vo € R, h(™)(z) = P, (exp(x)) exp(exp(z)).

Ainsi en dérivant on obtient : Va € R,
h{") () = exp(z) P}, (exp(x)) exp(exp(x)) + P, (exp(z)) exp() exp(exp()).

Posons
P,1(X)=XP (X)+ XP,(X).
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Alors : Vz € R,
W) (2) = Py (exp()) exp(exp(x)).

Donc A(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N| la propriété A(n) est vraie.
Remarque : La suite de polynémes (P, ),>o vérifie donc :
« Pp(X)=1
e Vn €N, P11(X)=XP/(X)+ XP,(X).

Partie IT —

1. La relation (x) —

(a) L’application exp est de classe C*> sur R et a valeurs dans R’ et I'application f est de classe
C® sur R%, donc g = f oexp est de classe C* sur R.

(b) Pour tout n € N*, on pose A(n) : “ il existe un n-uplet de réels (an 1,-..,ann) tel que

VeeR, ¢M™(x Za 1€FT ) (exp(z)). ”
k=1

Initialisation : Pour tout z € R,
g'(z) = exp(x) f'(exp(x)) = 1 €” f'(exp(z)).

Posons aq,; = 1. Alors on a bien : Vz € R,

1
= Z al,kekmf(k)(exp(x)).

Donc A(1) est vraie.
Heérédité : Soit n € N*. SQ A(n) est vraie. Alors : Vo € R,

9™ Z an ke f*) (exp()).

k=1
En dérivant on obtient donc : Vx € R,

g (z)

— Z U,k (kesz(k) (exp(x)) + ek‘”e“’f(kﬂ)(exp(x)))
k=1

n
= Zamkkekxf( (exp(z —|—Za eFDE p D) (oxp (1))
=1 k=1
n+1

= Zanykkekw exp +Zank 16 f (eXP(x))
k=1

= a1 (D)) 3 (B + e 1)E FO (exp(@)) + eI FOH ()
k=2

Posons :

(i) An+1,1 = an1,
(ii) Un+1,n+1 = Qn,n,
(iil) @nt1,k = kan k + an k—1 pour tout k € [2,n].
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Alors on a bien : Vx € R,

n+1

g Zan_H ke f) (exp(x)).

Donc A(n + 1) est vraie.
Conclusion : Pour tout n € N*, la propriété A(n) est vraie et les points (i), (ii) et (iii) sont
vérifiés.
(c) D’apres (i), la suite (an,1) est constante. Donc : Vn € N*, a,, 1 = a1 1 = 1.
D’aprés (ii), la suite (an,n) est constante. Donc : ¥n € N*, ap ., = a11 = 1.
(d) m=input (’entrer m :’)
a(1,1)=1
for n=1:m-1
a(n+1,1)=1;
a(n+1,n+1)=1;
for k=2:n
a(n+1,k)=k*a(n,k)+a(n,k-1);
end;
end
disp(a)

2. Etude d’un premier exemple — Comme f = exp alors g = h (ol h est 'application définie dans
la partie I).
Soit n € N*. Posons

Qn Z G, kX

D’apreés la relation (x), pour tout z € R,

A (z) = Zamkekx exp® (exp(z))
k=1

n
= Z an k€™ exp(exp(z))

k=1

= (Z an’k(ex)k> exp(exp(x))
k=1

= Qn(e”) exp(exp()).
Alnsi : Vo € R, P, (exp(z)) exp(exp(z)) = Qn(exp(x)) exp(exp(x)) ie. Py(exp(x)) = Qn(exp(z))
(car exp(exp(x)) # 0). On en déduit que :

Ve e R, (Pn—Qn)(exp(x)) = Prlexp(z)) — Qn(exp(z)) = 0.

Ainsi le polynéme P, — @, admet une infinité de racines, a savoir tous les nombres de la forme
exp(x) i.e. tous les réels strictement positifs.
Donc P, — @), est le polynéme nul i.e. P, = Q,,.

3. Etude d’un deuriéme eremple —

(a) On aici: Vx € R, g(x) = In(exp(z)) = =.
Donc : Vn > 2, Vo € R, ¢ (z) = 0.

(b) Soit un entier n > 2. D’aprés la relation (x), on a : Vo € R,

n 1 k 1 n
g(” Za kekm ln(k) (exp(z Za )exp— Z — Dlay, k.

k=1 =1 =1

On obtient donc bien la relation (%x).
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4. Etude d’un troisiéme exemple —
(a) On aici: Vz € R, g(x) = p4(exp(z)) = (e¥)? = e,
Ainsi : Vn > 2, Vz € R, ¢ (z) = ¢"e?®.
(b) Soit un entier n > q.
D’apreés la relation (x), on a : Vz € R,

9" (@) = D anse ol (exp(x)

= Z amkekxq(q —1...(g—k+ 1)(eXp(a:))q7k

= Zamkq(q —1)...(g—k+1)e™”

Ainsi : Vx € R,

q
q e’ = Z k! <Z) ap, €.
k=1

On obtient donc la relation (x x x) car e?* # 0 pour tout x € R.

5. Question bonus : calcul des a,  —Pour tout k € [1,n], on pose A(k) :

k—1
« an k. = (k il 1)' Z (k ; 1) (_] n 1)n—1<_1)k—1—j. )

J=0

Initialisation : On a

=0

Donc A(1) est vraie.
Hérédité : Soit k € [1,n—1]. SQ A(1),...,
utiliser ici avec g =k + 1 car k+1 <n)

Ainsi

k+1

k1
}:u( + >an,i:(k+1)".
c 1

f (1 ; 1) G+ =) = (g) O0+1)"1(=1)° =1 = ap1.

A(k) sont vraies. Alors d’aprés (x * *) (que I'on peut

~ (k+1
1! —(k+1)" =Sl
(4 Dl = 40" = (o,

i=1
Or d’aprés A(1),..., A(k)

1—1

Zzl<kjl>a B zk:“(kﬂ) 2_11. O(‘ : >J+1)"1(1)Ha‘

=1 =1 Jj=

- ()5 (e

=
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e
+
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S
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Ainsi o1
(k+ Dlanpsr = (k+1)" — (k+ 1) ( )(j + 1) (DR,
§=0

et donc

k—1 k
Kappa = (k+1)"1— < .)(j + 1) ()
—o \J
J
k—1 k
_ (ki + 1)n—1 + <j) (_] + 1)%—1< 1)]€—J

§=0

- (B

Ainsi en divisant par k! on obtient bien A(k + 1).
Conclusion : A(k) est vraie pour tout k € [1,n].

Quelques explications & propos du calcul principal de ’hérédité :

en (1) on utilise la formule du chef
en (2) on fait le changement d’indice [i’=i-1]
en (3) on échange les signes >

en (4)

en (5) on fait le changement d’indice [i’=i-j]

on utilise une généralisation de la formule du chef vue en probabilités

en (6) on utilise la formule du binéme de Newton (en faisant attention a ne pas oublier le terme

eni=*k—j)

en (7) on remarque que (—1)¥7 =0cark—j > 1



