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Ensembles & Applications

Devoir Maison

Exercice 1 (**) On pose pour tout = € R.

Etudier la parité de f.

Préciser les variations de f. Que peut-on en déduire sur l'injectivité de f?
Montrer que f réalise une bijection de R dans un intervalle I que ’on précisera.
Expliciter f~1.

. Ecrire un programme Scilab qui prend en argument un réel positif a et renvoie le graphe de f sur [—a,a.

A o A

. Modifier le programme pour afficher le graphe de f~1.

Exercice 2 (¥**)
Soient E, F deux ensembles et f: E - F, g: F — G, deux applications. Vérifier que :

1. Si go f est injective et f surjective, alors g est injective.

2. Si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

Exercice 3 (*** facultatif).
Soient E deux parties non-vides d’un ensemble E. On définit Papplication f : M € P(E) — (AUM,BUM) € P(A)xP(B).

1. Montrer que f est surjective si et seulement si ANB = @.

2. Montrer que f est injective si et seulement si AUB = @.

Exercice 4
Cosinus hyperbolique
a+b
1. Montrer que : ¥ a,b € RT, vab < 5
2. En déduire que pour tout réel x,
e +e”
2 =

3. On peut alors définir ’application
Rt —  [1,4o0]

f: eIJre*I

Justifier que f est injective.

4. Soit y > 1. On pose x = In(y + \/y% — 1).
(a) Vérifier que z est bien défini avec = > 0.
(b) Calculer f(z).

(¢) En déduire la surjectivité de f.

5. Préciser f~1.
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Solution 3.

1. f est paire. On peut limiter I’étude sur RT.

2. On a pour tout z € RT,
T 1
fa) = 1+x:1_ 1+2a
Par composition, f est strictement croissante sur RY, puis strictement croissante sur R.
On peut conclure que f est injective par stricte monotonie.

3. Précisons les limites en +oo.

f(z) o 1- 72 —4e0 17 et  f(z) 9-oc —1 par imparité.

Par le théoréme de la bijection (f est continue sur R et strictement monotone), f réalise une bijection de R dans
un intervalle ] — 1, 1[.

4. Soit (z,y) € Rx] —1,1], on a les équivalences en distinguant pour z positif et = négatif. Pour x > 0,

flz) =y < H_%zy — 1—1+I:y — 1_’_Lmzl—y — 1—&—36:&@ xz%.
Pour, = négatif, on a
z 1 1 1 Y
fx) =y = 1_1,:9 <~ m—lzy — mzl—Fy <= 1—x:m<:> x:m.
On résume

_ Yy
ftye—1,1» ———€eR.
=L 7y



ELBILIASY

Prépes ECS 1 Problemes Corrigés | MyIsmail Mamouni |
[http ://elbiliasup.ma} 2019-2020 [http ://myismail.net}

5. function graphe(a)
x=linspace(-abs(a),abs(a),200)
y=x./(1+abs(x))
plot(x,y)
endfunction

Par exemple, on trouve -->graphe (10)

.8 o
6 o
.4 o

.2 o

_02 -
-0.4
-0.6

-8 o

6. Comme le graphe de f~' s’obtient par symétrie par rapport a I'axe d’équation y = . Il suffit d’échanger le réle
de z et y.

7. function graphereciproque(a)
x=linspace(-abs(a),abs(a),200)
y=x./(1+abs(x))
plot(y,x)
endfunction

1. Soient y, 3" € F, tels que g(y) = g(y'), montrons que y = y'.
Comme f est surjective, il existe z, 2’ € E tels que

f@)y=y et f@)=y"

Par suite,
go f(z)=g(f(x)) =g(y) = 9(y) = g(f(z")) = go f(a).

Par injectivité de go f, on a x = . Puis,

On a prouvé l'injectivité de g.
2. Soit y € F, montrons qu’il existe z € E tel que f(z) = y.
On pose z = g(y) € G. Par surjectivité de g o f, on a 'existence de = € E tel que

go f(z) =z.

Il vient,

9(f(@) =2z et gy =2z
Par injectivité de g, il vient f(z) = y.
Ceci étant valable pour tout y € F, on a prouvé la surjectivité de f.

Attention coquille dans I’énoncé. On définit 'application

f:MePE) — (ANMBNM) e P(A) x P(B).

1. Raisonnons par double implication.
e Supposons f surjective et montrons que ANB = &.
Considérons (AN B, @) € P(A) x P(B). Par surjectivité de f, il existe M € P(E) tel que

fM)=(ANnB,) = ANM=ANB e BNM=g.
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On en déduit,
ANB=(ANB)NB=(ANM)NB=ANBNM)=Ang=20.

e Réciproquement, supposons A N B = & et montrons que f est surjective.
Soient (C,D) € P(A) x P(B), montrons qu’il existe M € P(E) tel que

fM)=(C,D) <= MNA=C et MNB=D.

Graphiquement,

®

Le graphe suggere de poser M = CUD € P(E) de sorte que
F(M) = F(CUD) = ((CUD) N A, (CUD) N B)) = (C, D).

2. Raisonnons, de nouveau, par double implication.
e Supposons f injective, montrons que A U B = E. Pour cela, remarquons que

F(AUB)=(AN(AUB),BN(AUB)) = (A,B) et f(E)=(ANE,BNE)=(A,B).

Par injectivité de f,
f(E)=f(AuB) = E=AUB.

e Supposons que A UB = E, montrons que f est injective.
Soient M, M’ € P(E) tels que f(M) = f(M'), montrons que M = M’. Or,

FM)=f(M) = AnM=ANM e BNM=BnM.

D’ou,
M=MN(AUB)=(AnM)UBNM)=ANM)UBUM)=(AUB)NM =EnM =M.
D’ou, 'injectivité de f.
Remarque. On peut conclure de cette étude que f est bijective si et seulement si f est & la fois injective et surjective.
D’apres les questions précédentes, c’est équivalent a

ANB=9 e AUB=E.

Autrement dit, B = A.



