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Matrices&Probas
Devoir Maison

1

Partie A 

Soient A et P les matrices carrées d’ordre 3 définies par : 
1 0 0

A 2 2 0

0 1 3

 
   
 
 

 et 

1 0 0

P 2 1 0

1 1 1

 
    
 
 

. 

On considère les matrices : 

1

U 2

1

 
   
 
 

, 

0

V 1

1

 
   
 
 

, 

0

W 0

1

 
   
 
 

. 

1. Vérifier que U, V et W sont des vecteurs propres de A et préciser leurs valeurs propres
associées.

2. Calculer 2P . En déduire que la matrice P est inversible et déterminer 1P .

3.a.  Déterminer la matrice D telle que 1D P AP  .
b. Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, on a : n nA PD P  .
c. En déduire que pour tout nombre entier naturel n :

n n 1 n

n n 1 n n n

1 0 0

A 2 2 2 0

3 2 1 3 2 3





 
   
    

Partie B 

Une entreprise de restauration collective propose trois formules de repas à n clients, où n est 
un entier naturel non nul. 
Chacun des clients choisit exactement une de ces trois formules au hasard et de façon 
équiprobable puis envoie un bon de commande à l’entreprise. L’entreprise réceptionne alors 
pour chacun de ses n clients son bon de commande et lui livre la formule choisie. 
On suppose que les choix de formule des clients sont mutuellement indépendants. 
Pour tout entier naturel k tel que 1 k n  , on note : 
 kA  l’événement : « après réception du kème bon, une seule formule a été choisie » ; 

 kB  l’événement : « après réception du kème bon, exactement deux formules ont été 

choisies » ; 
 kC  l’événement : « après réception du kème bon, les trois formules ont été choisies ». 

Enfin, on pose pour tout entier k tel que 1 k n   :  k ka P A ,  k kb P B  et  k kc P C . 

Le tableau ci-dessous donne un exemple de choix de formule pour les cinq premiers bons 
reçus : 

1er bon 2e bon 3e bon 4e bon 5e bon 
numéro de la 

formule choisie 
n° 2 n° 1 n° 2 n° 1 n° 3 

Dans ce cas, 2B  est réalisé, 4C  n’est pas réalisé, mais 5C  l’est. 

1.a.  Préciser les nombres 1a , 1b  et 1c . 



On ne demande pas de justification dans cette question. 

b. Justifier les égalités : 2

1
a

3
 , 2

2
b

3
 , 2c 0 .

c. Pour tout entier naturel k non nul, donner les valeurs de  
kA k 1P A  ,  

kB k 1P A  , 

 
kC k 1P A  ,  

kA k 1P B  ,  
kB k 1P B  ,  

kC k 1P B  ,  
kA k 1P C  ,  

kB k 1P C  ,  
kC k 1P C  . 

2.a.  On considère la matrice M telle que 
1

M A
3

 , où A est la matrice définie dans la partie 

A. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier k
compris entre 1 et n 1  :

k 1 k

k 1 k

k 1 k

a a

b M b

c c







   
      
   
   

. 

b. En déduire que pour tout entier naturel n non nul : 
n 1

n 1
n 1

n 1

a a

b M b

c c



   
      
   
   

. 

3.a.  Justifier, pour tout entier naturel n non nul, les égalités :

n n 1

n

n n 1

n

n n 1

1
a

3

2 2
b

3

2 1
c 1

3











 


 

 


b. Déterminer les limites n
n
lim a


, n
n
lim b


 et n
n
lim c


. 

Ces résultats étaient-ils prévisibles ? 
c. On considère le script Scilab suivant :

n=1 
c=1-(2^n-1)/3^(n-1) 
while c<0.95 

 n=n+1 
 c=1-(2^n-1)/3^(n-1) 

end 
disp(n) 

Après exécution, on obtient l’affichage suivant : 
11.  

Interpréter le résultat dans le contexte de l’énoncé. 
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CORRIGÉ

EXERCICE 1

Partie A

1. • U =

 1
−2
1

 est un vecteur colonne non nul, et on a : AU = U , donc :

U est un vecteur propre de A associé à la valeur propre 1.

• De même le vecteur V =

 0
−1
1

 est non nul et vérifie AV = 2V , donc :

V est un vecteur propre de A associé à la valeur propre 2.

• Enfin le vecteur W =

 0
0
1

 est non nul et vérifie AW = 3W , donc

W est un vecteur propre de A associé à la valeur propre 3.

2. On obtient P 2 = I3 . Ainsi, la matrice P est inversible et on a : P−1 = P.

3. (a) La matrice P donnée est la matrice dont les vecteurs colonnes sont dans cet ordre les vecteurs propres
U, V et W trouvés précédemment.

Donc la matrice diagonale D telle que D = P−1AP est la matrice dont les termes diagonaux sont

respectivement les valeurs propres 1,2,3, soit D =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

.

(b) Montrons par récurrence que pour tout nombre entier naturel n : An = PDnP :

• Pour n = 0 : PD0P = PIP−1 = I (car P−1 = P )
et A0 = I donc la propriété est vraie pour n = 0
• Soit n > 0. On suppose que An = PDnP.

On a montré que D = P−1AP donc en multipliant par P à gauche et par P−1 à droite dans
chaque membre, on obtient :
A = PDP−1 = P−1DP puisque P−1 = P
d’où An+1 = An ×A = PDnP × P−1DP, soit An+1 = PDn+1P
• Conclusion : pour tout entier naturel n, An = PDnP
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(c) La matrice D est diagonale donc Dn aussi et pour tout naturel n, Dn =

 1 0 0
0 2n 0
0 0 3n


donc PDn =

 1 0 0
−2 −1 0
1 1 1

 1 0 0
0 2n 0
0 0 3n

 =

 1 0 0
−2 −2n 0
1 2n 3n



et An = PDnP =

 1 0 0
−2 −2n 0
1 2n 3n

 1 0 0
−2 −1 0
1 1 1

 =

 1 0 0
2n+1 − 2 2n 0

3n − 2n+1 + 1 3n − 2n 3n


Partie B

1. (a) Le premier client choisit exactement une formule, donc a1 = 1 et b1 = c1 = 0.

(b) Après réception du 2ième bon, il ne peut y avoir plus de deux formules choisies. Donc c2 = 0.

a2 est la probabilité qu’il n’y ait qu’une formule choisie. Cette probabilité est égale à la probabilité

que le deuxième client ait choisi la même formule que le premier. Donc a2 =
1

3
.

Puisque, a2 + b2 + c2 = 1, on a alors b2 =
2

3
.

(c) • Si, après réception du kième bon l’événement Ak est réalisé, c’est-à-dire si une seule formule a été
choisie, alors après réception du bon suivant :
? l’événement Ak+1 est réalisé si ce client a choisi la même formule que les k précédents donc

PAk
(Ak+1) =

1

3
? l’événement Bk+1 est réalisé si ce client a choisi l’une des 2 autres formules restantes donc

PAk
(Bk+1) =

2

3
,

? puisque chaque client choisit une seule formule PAk
(Ck+1) = 0

• Si, après réception du kième bon l’événement Bk est réalisé, c’est-à-dire si deux formules ont été
choisies, alors, après réception du bon suivant :
? l’événement Ak+1 ne peut pas être réalisé donc PBk

(Ak+1) = 0.

? l’événement Bk+1 est aussi réalisé si le (k + 1)ième client choisit l’une des deux formules déjà

choisies donc PBk
(Bk+1) =

2

3
,

? l’événement Ck+1 est réalisé si c’est la dernière formule qui est choisie donc PBk
(Ck+1) =

1

3
• Si, après réception du kième bon, l’événement Ck est réalisé, c’est-à-dire si les trois formules ont

été choisies, alors, après la réception du (k + 1)ième bulletin, les trois formules restent choisies,
donc : PCk

(Ak+1) = 0, PCk
(Bk+1) = 0, PCk

(Ck+1) = 1
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2. (a) Pour chaque valeur de l’entier k, les événements Ak, Bk, Ck forment un système complet d’événe-
ments. La formule des probabilités totales permet alors d’écrire les trois égalités :

P (Ak+1) = PAk
(Ak+1)P (Ak) + PBk

(Ak+1)P (Bk) + PCk
(Ak+1)P (Ck)

P (Bk+1) = PAk
(Bk+1)P (Ak) + PBk

(Bk+1)P (Bk) + PCk
(Ak+1)P (Ck)

P (Ck+1) = PAk
(Ck+1)P (Ak) + PBk

(Ck+1)P (Bk) + PCk
(Ck+1)P (Ck)

c’est-à-dire : 
ak+1 =

1

3
ak

bk+1 =
2

3
ak +

2

3
bk

ck+1 =
1

3
bk + ck

Ces trois égalités sont équivalentes à l’unique égalité matricielle :

 ak+1

bk+1

ck+1

 = M

 ak
bk
ck

 avec M =


1
3 0 0
2
3

2
3 0

0 1
3 1

 =
1

3
A

(b) On montre par récurrence que, pour tout entier n > 1,

 an
bn
cn

 = Mn−1

 a1

b1
c1

.

• La formule est vraie pour n = 1 :

 a1

b1
c1

 = M0

 a1

b1
c1

, avec la convention M0 = I.

• Soit n > 1. On suppose que

 an
bn
cn

 = Mn−1

 a1

b1
c1

.

On sait que

 an+1

bn+1

cn+1

 = M

 an
bn
cn

 donc

 an+1

bn+1

cn+1

 = MMn−1

 a1

b1
c1

 = Mn

 a1

b1
c1


• Conclusion : la formule est vraie pour tout entier n ≥ 1.

3. (a) On sait que M =
1

3
A, donc Mn−1 =

1

3n−1
An−1. On a donc :

Mn−1 =
1

3n−1

 1 0 0
2n − 2 2n−1 0

3n−1 − 2n + 1 3n−1 − 2n−1 3n−1



Comme

 an
bn
cn

 = Mn−1

 a1

b1
c1

 = Mn−1

 1
0
0

, on en déduit :
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 an
bn
cn

 =
1

3n−1

 1
2n − 2

3n−1 − 2n + 1

, d’où :



an =
1

3n−1

bn =
2n − 2

3n−1

cn =
3n−1 − 2n + 1

3n−1
= 1− 2n − 1

3n−1

(b) On a lim
n→+∞

3n−1 = +∞, d’où lim
n→+∞

an = 0 .

De plus, bn = 2

(
2

3

)n−1

− 2

3n−1
, et lim

n→+∞

(
2

3

)n−1

= lim
n→+∞

2

3n−1
= 0, donc lim

n→+∞
bn = 0 .

On trouve enfin que lim
n→+∞

cn = 1.

Ce résultat était hautement prévisible, il signifie que si le nombre de clients est élevé, il est très
probable que toutes les formules seront choisies.

(c) On observe que l’on calcule le contenu de la variable c avec la formule définissant cn en fonction de
n pour tout entier n strictement positif.

Ainsi, ce code semble calculer le rang du premier terme de la suite (cn) supérieur ou égal à 0,95.
Ce rang est donc le plus petit nombre de clients tel que la probabilité que les trois formules soient
choisies vaut au moins 0,95.

On peut donc affirmer qu’à partir de 11 clients, on est sûr à 95% que toutes les formules seront
choisies.
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