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Durée : 3 heures
Jeudi 31 Octobre 2019

On définit la suite u par u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 =
√
un − 3 + 3.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, un existe et un > 4.

2. Montrer que la suite u est décroissante. En déduire qu’elle converge.

3. Déterminer la limite de la suite u.

4. On introduit la suite v définie par : ∀n ∈ N, vn = ln(un − 3).
Montrer que pour tout n ∈ N, vn existe.

5. Reconnâıtre la suite v.

6. En déduire l’expression de un en fonction de n, puis retrouver la limite de la suite u.

On se propose d’étudier la suite (un)n∈N définie par u0 ∈ R et par la relation, vraie pour tout n ∈ N ,

un+1 = u2
n+1
2 .

1. Etudier la monotonie de la suite (un)n∈N.

2. Dans cette question uniquement, on suppose u0 = 0.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n on a , 0 6 un < 1.

(b) Déduire des questions précédentes que la suite (un)n∈N converge et donner sa limite.

(c) Pour tout entier naturel n on pose, vn = 1− un. En déduire lim
n→+∞

(
1

vn+1
− 1

vn

)
=

1

2
.

3. Dans cette question, on suppose que u0 = 2.

(a) Montrer que la suite u n’est pas majorée.

(b) En déduire la limite de la suite u.

4. Dans cette question, on suppose que u0 = 1.
Déterminer la valeur de un pour tout n ∈ N.

Exercice 1

Exercice 2
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Exercice 3
On propose de résoudre l’équation suivante d’inconnue z ∈ C :

z3 − 6z + 4 = 0 (E)

1. On considère z ∈ C une solution de (E). Soient (u, v) ∈ C2 tel que u+ v = z et uv = 2.
(a) Calculer (u+ v)3 de deux manières différentes.
(b) En déduire les valeurs de u3 + v3 et u3v3.
(c) Montrer que u3 et v3 sont solutions de l’équation Z2 + 4Z + 8 = 0 d’inconnue Z ∈ C.
(d) Résoudre l’équation Z2 + 4Z + 8 = 0.

2. On pose w = −2 + 2i.
(a) Ecrire w sous la forme exponentielle.
(b) Résoudre l’équation Z3 = w d’inconnue Z ∈ C en exprimant les solutions sous forme exponen-

tielle.
(c) On pose j = e2iπ/3. Montrer que l’ensemble des solutions de l’équation Z3 = w est {1 + i, (1 +

i)j, (1 + i)j2}.
3. En utilisant les questions précédentes, déterminer les valeurs possibles de u et v, puis de z.
4. En déduire les solutions de (E).

Exercice 4
Soit n ∈ N et x ∈ R. On propose de calculer les sommes An =

∑n
k=0 cos2(kx) et Bn =

∑n
k=0 sin2(kx).

1. Calculer An +Bn.
2. (a) Montrer que An −Bn =

∑n
k=0 cos(2kx).

(b) Rappeler et démontrer l’expression de
∑n

k=0 cos(kθ) pour tout θ ∈ R.
(c) En déduire une expression simplifiée de An − Bn (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs

de x ∈ R).
3. En déduire des expressions simplifiées de An et Bn (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs

de x ∈ R).
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On considère la suite (un)n�0 définie par :
u0 = 0, u1 = 1 et ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un,

On pose enfin : ϕ =
1 +

√
5

2
.

3. Montrer que, pour tout entier n ∈ N : unun+2 − u2
n+1 = (−1)n+1.

4.(a) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n � 2,
elle calcule et renvoie la valeur du terme un de la suite (un)n�0.

function u=suite(n)

v=0

w=1

for k=2:n

................

................

................

end

u=................

endfunction

(b) Justifier qu’il existe des réels λ et µ, que l’on déterminera, tels que :

∀n ∈ N, un = λϕn + µ

(
−1

ϕ

)n

.

(c) En déduire que la suite

(
un+1

un

)

n�1

converge et déterminer sa limite.

5. On considère pour tout n ∈ N∗ : Sn =
n∑

k=1

(−1)k

ukuk+1

.

(a) Montrer, sans chercher à calculer de somme, que la série de terme général
1

unun+1

converge.

(b) En déduire que la suite (Sn)n�1 converge.

(c) En utilisant le résultat de la question 3, montrer que pour tout n ∈ N∗ :

Sn+1 − Sn =
un

un+1

− un+1

un+2

.

(d) Montrer que : ϕ = 1−
+∞∑
k=1

(−1)k

ukuk+1

.
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Résoudre dans C les équations suivantes :

1. z2 = −(z)2

2. z4 + 4z2 + 5 = 0

3. (z + 1)n = (z − 1)n (où n ∈ N).

4.

(
z + 1

z − 1

)n
+

(
z − 1

z + 1

)n
= 2 cos(nθ)
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E– Soit la suite u définie par u0 = 2 et pour tout n ∈N, un+1 = −2un + 3.
Déterminer une expression de un en fonction de n.

F– Soit la suite u définie par u0 =
1
3

et ∀n ∈N, un+1 = 4un + 3n2 − 2n+ 1. On définit alors la

suite v par vn = un + n2 pour tout n ∈N.

1. Montrer que la suite v est arithmético-géométrique.

2. Donner une expression de vn en fonction de n.

3. En déduire une expression de un en fonction de n.

Exercice 6

F

i

nF
i
n

4
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Problèmes Corrigés

2019-2020

MyIsmail Mamouni

http ://myismail.net
.

5

Or un > 4⇒ un − 3 > 1⇒ un − 3 ≥ 0 donc
√
un − 3 est bien défini et

√
un − 3 + 3 = un+1 existe.

D’autre part, un − 3 > 1⇒
√
un − 3 >

√
1 = 1 par st. croissance de

√
donc un+1 > 1 + 3 = 4. Conclusion.

2. Par récurrence, montrons que ∀n ∈ N, ”un ≥ un+1”.
initialisation : u0 = 5, u1 =

√
2 + 3 d’où u0 − u1 = 2−

√
2 ≥ 0 car 2 ≤ 4⇒

√
2 ≤
√

4 = 2.
hérédité : supposons que pour un certain n un ≥ un+1. Montrons que un+1 ≥ un+2. Or un ≥ un+1 ⇒ un − 3 ≥
un+1 − 3⇒

√
un − 3 ≥

√
un+1 − 3 (par croissance de

√
) ⇒

√
un − 3 + 3 ≥

√
un+1 − 3 + 3⇒ un+1 ≥ un+2.

conclusion : la suite est décroissante. Comme elle est minorée par 3 (cf 1.) elle converge.

3. Notons l sa limite. Alors comme pour tout n ∈ N, un > 4 on sait que (passage à la limite dans les inégalités larges),
l ≥ 4. Puis (opérations sur les limites)

√
un − 3 + 3 −→

n→+∞

√
l − 3 + 3 et par ailleurs, un+1 −→

n→+∞
l.

Donc par passage à la limite dans l’égalité un+1 =
√
un − 3 + 3 on obtient l’équation l =

√
l − 3 + 3.

On résout cette équation : l− 3 =
√
l − 3⇔ (l− 3)2 = l− 3 (car l− 3 ≥ 0) ⇔ l2− 7l+ 12 = 0. ∆ = 49− 48 = 1 d’où

deux solutions 7−1
2 = 3 et 7+1

2 = 4. Comme l ≥ 4, on obtient l = 4.

4. ∀n ∈ N, un > 4 donc un − 3 > 1 > 0 et ln(un − 3) = vn existe.

5. ∀n ∈ N, vn+1 = ln(un+1 − 3) = ln(
√
un − 3) = 1

2 ln(un − 3) = 1
2vn. Donc la suite v est une suite géométrique de

raison 1/2 et de premier terme v0 = ln(u0 − 3) = ln(2). Donc ∀n ∈ N, vn = ( 1
2 )n ln(2).

6. ∀n ∈ N, vn = ln(un − 3) donc ∀n ∈ N, un = evn + 3 −→
n→+∞

e0 + 3 = 4 car −1 < 1
2 < 1⇒ ( 1

2 )n −→
n→+∞

0

Exercice 1
Corrigé

1. ∀n ∈ N, un+1 − un =
u2
n+1
2 − un =

u2
n−2un+1

2 = (un−1)2
2 ≥ 0 et la suite u est croissante.

2. (a) Par récurrence : hérédité soit n ∈ N tel que 0 ≤ un < 1 alors par st. croissance de x 7→ x2 sur R+ 0 ≤ u2n < 1

d’où 1 ≤ u2n + 1 < 2 et 1
2 ≤

u2
n+1
2 < 1. Donc 0 ≤ 1

2 ≤ un+1 < 1.

(b) La suite est croissante et majorée par 1 : elle converge donc vers une limite finie `. Par passage à la limite dans

l’égalité un+1 =
u2
n+1
2 (car un → ` et un+1 → `), on obtient ` = `2+1

2 . D’où ... ` = 1.

3. FI ∞−∞. 1
vn+1

− 1
vn

= 1
1−un+1

− 1
1−un

= 1

1−u2
n+1

2

− 1
1−un

= 2
1−u2

n
− 1

1−un
= 2−(1+un)

1−u2
n

= 1−un

1−u2
n

= 1
1+un

→ 1
2

4. (a) Raisonnons par l’absurde. Supposons que la suite u est majorée. Alors comme elle est croissante, elle converge et
par 2.c), elle converge vers ` = 1. Mais u0 = 2, et par croissance, ∀n ∈ N, un ≥ 2 d’où ` ≥ 2. Contradiction.

(b) u est croissante et non majorée ; donc un → +∞.

5. Remarquer que u0 = 1⇒ u1 = 1. Donc montrer par récurrence que pour tout n ∈ N, un = 1.

Exercice 2
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Exercice 3
On propose de résoudre l’équation suivante d’inconnue z ∈ C :

z3 − 6z + 4 = 0 (E)

1. On considère z ∈ C une solution de (E). Soient (u, v) ∈ C2 tel que u+ v = z et uv = 2.
(a) Calculer (u+ v)3 de deux manières différentes.

I En utilisant l’équation (E), on a :

(u+ v)3 = z3 = 6z − 4 = 6(u+ v)− 4 .

De plus, d’après la formule du binôme de Newton et car uv = 2, on a :

(u+ v)3 = u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 = u3 + 6u+ 6v + v3 = u3 + v3 + 6(u+ v) .

(b) En déduire les valeurs de u3 + v3 et u3v3.
I En égalisant les deux résultats précédents, on obtient 6(u + v) − 4 = u3 + v3 + 6(u + v) et
donc u3 + v3 = −4 . De plus, u3v3 = (uv)3 = (2)3 = 8 .

(c) Montrer que u3 et v3 sont solutions de l’équation Z2 + 4Z + 8 = 0 d’inconnue Z ∈ C.
I u3 et v3 sont solutions de l’équation (Z−u3)(Z−v3) = 0 d’inconnue Z ∈ C. Or pour tout Z ∈
C, on a (Z−u3)(Z−v3) = Z2−(u3 +v3)−u3v3 = Z2 +4Z+8 d’après les résultats de la question
précédente. Donc u3 et v3 sont solutions de l’équation Z2 + 4Z + 8 = 0 d’inconnue Z ∈ C .

(d) Résoudre l’équation Z2 + 4Z + 8 = 0.
I L’équation Z2 + 4Z + 8 = 0 est une équation du second degré de discriminant ∆ = 42 − 4×
1× 8 = −16 < 0. Donc elle admet deux solutions complexes conjuguées qui sont :

1

2× 1

(
−4 + i

√
−∆

)
=

1

2
(−4 + 4i) = −2 + 2i et

1

2× 1

(
−4− i

√
−∆

)
= −2− 2i .

2. On pose w = −2 + 2i.
(a) Ecrire w sous la forme exponentielle.

I On a |w| =
√

(−2)2 + 22 =
√

8 = 2
√

2. Puisque Im(w) = 2 > 0, on obtient un argument de

w par arccos
(

Re(w)
|w|

)
= arccos

(
−2

2
√

2

)
= arccos

(
−
√

2
2

)
= 3π

4
. Finalement, w = 2

√
2e3iπ/4 .

(b) Résoudre l’équation Z3 = w d’inconnue Z ∈ C en exprimant les solutions sous forme exponen-
tielle.
I 0 n’est pas solution de Z3 = w (car w 6= 0). On écrit donc Z ∈ C? sous forme exponentielle :
Z = reiθ avec r > 0 et θ ∈ [0, 2π[. On a alors :

Z3 = w ⇐⇒ r3e3iθ = 2
√

2e3iπ/4 ⇐⇒
{
r3 = 2

√
2 =

(√
2
)3

3θ ≡ 3π
4

[2π]
⇐⇒

{
r =
√

2
θ ≡ π

4

[
2π
3

] .

Or π
4
− 2π

3
< 0, π

4
+ 2π

3
= 11π

12
, 11π

12
+ 2π

3
= 19π

12
et 19π

12
+ 2π

3
= 9π

4
> 2π. L’ensemble des solutions de

Z3 = w est donc
{√

2eiπ/4,
√

2e11iπ/12,
√

2e19iπ/12
}
.
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(c) On pose j = e2iπ/3. Montrer que l’ensemble des solutions de l’équation Z3 = w est {1 + i, (1 +
i)j, (1 + i)j2}.
I On a |1 + i| =

√
12 + 12 et arccos

(
Re(1+i)
|1+i|

)
= arccos

(
1√
2

)
= arccos

(√
2

2

)
= π

4
, donc 1 + i =

√
2eiπ/4 (car Im(1 + i) = 1 > 0). On en déduit en posant j = e2iπ/3 que

(1 + i)j =
√

2eiπ/4e2iπ/3 =
√

2ei(
π
4

+ 2π
3 ) =

√
2e11iπ/12

et (1 + i)j2 =
√

2eiπ/4e4iπ/3 =
√

2ei(
π
4

+ 4π
3 ) =

√
2e19iπ/12.

D’après le résultat de la question précédente, l’ensemble des solutions de Z3 = w est donc bien
{1 + i, (1 + i)j, (1 + i)j2} .

3. En utilisant les questions précédentes, déterminer les valeurs possibles de u et v, puis de z.
I D’après les résultats des questions 1.(c) et 1.(d), on a u3 = −2 + 2i = w ou u3 = −2 − 2i = w.
Dans le premier cas, u est solution de l’équation Z3 = w et donc, d’après le résultat de la question
2.(c), u = 1 + i, u = (1 + i)j ou u = (1 + i)j2. Dans le deuxième cas, u est solution de l’équation
Z3 = w ⇔

(
Z
)3

= w donc u est solution de Z3 = w. On en déduit que u = 1 + i = 1 − i,
u = (1 + i)j = (1− i)j2 (car j = e−2iπ/3 = e4iπ/3 = j2) ou u = (1 + i)j2 = (1− i)j (car j2 = j = j).
On obtient donc six valeurs possibles pour u.
Pour chacune des six valeurs possibles de u, on obtient une seule valeur possible de v car uv =
2 ⇔ v = 2

u
. On calcule les valeurs possibles de v grâce aux relations 2

1+i
= 1 − i, 2

1−i = 1 + i,
1
j

= e−2iπ/3 = j = j2 et 1
j2

= e−4iπ/3 = e2iπ/3 = j.
Pour chacun des six couples possibles (u, v), on en déduit la valeur possible de z = u+ v grâce aux
relations j+ j2 = j+ j = 2Re(j) = 2 cos

(
2π
3

)
= −1 et j− j2 = j− j = 2iIm(j) = 2i sin

(
2π
3

)
= i
√

3.
Finalement, les valeurs possibles de u, v et z sont résumées dans le tableau suivant.

u v u+ v = z

1 + i 1− i 2

(1 + i)j (1− i)j2 −1−
√

3

(1 + i)j2 (1− i)j −1 +
√

3

1− i 1 + i 2

(1− i)j2 (1 + i)j −1−
√

3

(1− i)j (1 + i)j2 −1 +
√

3

Il y a donc trois valeurs possibles de z.
4. En déduire les solutions de (E).

I D’après le résultat précédent, si z ∈ C est solution de (E) alors z = 2, z = −1 −
√

3 ou
z = −1 +

√
3. Réciproquement, on a (en utilisant la formule du binôme de Newton) :

23 − 6× 2 + 4 = 8− 12 + 4 = 0,

(−1−
√

3)3 − 6× (−1−
√

3) + 4 = −1− 3
√

3− 3× 3− 3
√

3 + 6 + 6
√

3 + 4 = 0

et (−1 +
√

3)3 − 6× (−1 +
√

3) + 4 = −1 + 3
√

3− 3× 3 + 3
√

3 + 6− 6
√

3 + 4 = 0.

Donc l’ensemble des solutions de (E) est {2,−1−
√

3,−1 +
√

3} .

Cet exercice n’était pas difficile mais on peut perdre du temps à le rédiger si on manque d’or-
ganisation. Beaucoup de calculs sont identiques (ou diffèrent seulement de quelques signes),
il ne faut surtout pas perdre du temps à refaire plusieurs fois le même.

Exercice 4
Soit n ∈ N et x ∈ R. On propose de calculer les sommes An =

∑n
k=0 cos2(kx) et Bn =

∑n
k=0 sin2(kx).



1. Calculer An +Bn.
I En utilisant le théorème de Pythagore, on a :

An +Bn =
n∑
k=0

cos2(kx) +
n∑
k=0

sin2(kx) =
n∑
k=0

(
cos2(kx) + sin2(kx)

)
=

n∑
k=0

1 = n+ 1 .

2. (a) Montrer que An −Bn =
∑n

k=0 cos(2kx).
I D’après la formule de duplication du cosinus, on a ∀k ∈ N, cos2(2kx) = cos2(kx)− sin2(kx).
Donc :

An −Bn =
n∑
k=0

cos2(kx)−
n∑
k=0

sin2(kx) =
n∑
k=0

(
cos2(kx)− sin2(kx)

)
=

n∑
k=0

cos(2kx) .

(b) Rappeler et démontrer l’expression de
∑n

k=0 cos(kθ) pour tout θ ∈ R.
I Soit θ ∈ R. On a

∑n
k=0 cos(kθ) =

∑n
k=0 Re(eikθ) = Re

(∑n
k=0 e

iθ
)
et on reconnait la somme

des termes d’une suite géométrique de raison eiθ. Si eiθ = 1, c’est-à-dire si θ ≡ 0 [2π], alors∑n
k=0 e

iθ =
∑n

k=0 1 = n+ 1 et donc
∑n

k=0 cos(kθ) = Re(n+ 1) = n+ 1 . Sinon eiθ 6= 1, c’est-à-
dire θ 6≡ 0 [2π], et alors :

n∑
k=0

cos(kθ) = Re

(
ei(n+1)θ − 1

eiθ − 1

)
= Re

(
ei(n+1)θ/2

eiθ/2
× ei(n+1)θ/2 − e−i(n+1)θ/2

eiθ/2 − e−iθ/2

)
= Re

(
einθ/2 × 2i sin ((n+ 1)θ/2)

2i sin (θ/2)

)
= cos

(
n θ

2

) sin
(
(n+ 1) θ

2

)
sin
(
θ
2

) .

(c) En déduire une expression simplifiée de An −Bn (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
de x ∈ R).
I En remplaçant θ dans le résultat précédent par 2x, on obtient :

An −Bn =


n+ 1 si 2x ≡ 0 [2π]⇔ x ≡ 0 [π]

cos(nx) sin((n+ 1)x)

sin(x)
si 2x 6≡ 0 [2π]⇔ x 6≡ 0 [π]

3. En déduire des expressions simplifiées de An et Bn (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
de x ∈ R).
I Pour obtenir des expressions de An et Bn, on écrit An = 1

2
(An +Bn) + 1

2
(An −Bn) et Bn =

1
2

(An +Bn) − 1
2

(An −Bn) puis on utilise les résultats des questions 1 et 2. On obtient donc si
x ≡ 0 [π] :

An =
1

2
((n+ 1) + (n+ 1)) = n+ 1 et Bn =

1

2
((n+ 1)− (n+ 1)) = 0 ,

et si x 6≡ 0 [π] :

An =
1

2

(
(n+ 1) +

cos(nx) cos((n+ 1)x)

sin(x)

)
et Bn =

1

2

(
(n+ 1)− cos(nx) cos((n+ 1)x)

sin(x)

)
.
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3. Montrons par récurrence que u

n

u

n+2 � u

2
n+1 = (�1)n+1 pour tout entier n 2 N.

• Or u0 = 0, u1 = u2 = 1 donc u0u2 � u

2
1 = �1 = (�1)0+1

.

• Supposons qu’il existe un entier n tel que u

n

u

n+2 � u

2
n+1 = (�1)n+1.

u

n+1un+3 � u

2
n+2 = u

n+1(un+1 + u

n+2)� u

2
n+2

= u

2
n+1 + u

n+2(un+1 � u

n+2)| {z }
=�un

= u

2
n+1 � u

n+2un

= �(u
n

u

n+2 � u

2
n+1)

=
par hypothèse

de récurrence

(�1)n+2

• Ainsi pour tout entier n, u
n

u

n+2 � u

2
n+1 = (�1)n+1.
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(b) • La suite (u
n

) vérifie une relation de récurrence double dont l’équation caractéristique x2�x�1 = 0

admet pour solutions ' et
�1

'

.

Donc il existe deux réels � et µ tels que 8n 2 N, u
n

= �'

n + µ

✓
�1

'

◆
n

.

• Ces coe�cients vérifient :
8
<

:

�+ µ = 0 pour n = 0

�'+ µ

✓
�1

'

◆
= 1 pour n = 1

()

8
<

:

µ = ��

�

✓
'+

✓
1

'

◆◆
= 1

()

8
<

:

µ = � '

'

2 + 1
� =

'

'

2 + 1

• Ainsi 8n 2 N, u
n

=
'

'

2 + 1

✓
'

n �
✓
�1

'

◆
n

◆
=

1 +
p
5

5 +
p
5

✓
'

n �
✓
�1

'

◆
n

◆
=

1p
5

✓
'

n �
✓
�1

'

◆
n

◆
.

(c) Or ' > 1. Alors lim
n!+1

⇣
(�1)
'

⌘
n

'

n

= 0. Donc u

n

⇠
n!+1

�'

n.

Donc
u

n+1

u

n

⇠
n!+1

�'

n+1

�'

n . Ainsi
u

n+1

u

n

�!
n!+1

'.

5. (a) • Rappelons que u

n

⇠
n!+1

�'

n.

Ainsi on a
1

u

n

u

n+1
⇠

n!+1

1

�

2
'

✓
1

'

2

◆
n

.

• Or 0 <

1

'

2
< 1. Donc la série géométrique

X

n>1

✓
1

'

2

◆
n

converge.

Et par comparaison des séries à terme général positif, la série de terme général
1

u

n

u

n+1
converge.

(b) La série
X

k>1

(�1)k

u

k

u

k+1
est convergente car absolument convergente.

Donc la suite (S
n

)
n>1 converge.



(c) Pour tout n 2 N⇤ :

S

n+1 � S

n

=
n+1X

k=1

(�1)k

u

k

u

k+1
�

nX

k=1

(�1)k

u

k

u

k+1

=
(�1)n+1

u

n+1un+2

=
u

n

u

n+2 � u

2
n+1

u

n+1un+2

=
u

n

u

n+1
� u

n+1

u

n+2
.

(d) • Soit N > 2.

S

N+1 � S1 =
NX

n=1

(S
n+1 � S

n

) =
NX

n=1

✓
u

n

u

n+1
� u

n+1

u

n+2

◆
=

u1

u2
� u

N+1

u

N+2

• Or u1 = u2 = 1 donc S1 = �1 et ainsi pour tout N > 2,
u

N+1

u

N+2
= �S

N+1.

• La question 4.c) a montré que
u

n+1

u

n

�!
n!+1

'. Donc
u

N+1

u

N+2
�!

n!+1

1

'

.

• En faisant tendre N vers +1,
1

'

= �
+1X

k=1

(�1)k

u

k

u

k+1
.

Or
1

'

= '� 1 car '2 = '+ 1.

Donc ' = 1�
+1X

k=1

(�1)k

u

k

u

k+1
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