ELBILIASY X

Prépas ECS 1 Problémes Corrigés MyIsmail Mamouni‘
. [http ://elbiliasup.ma] 2019-2020 [http ://myismail.net]
Devoir Surveillé N°2
Nombres Complexes

Suites Numériques

Durée : 3 heures

_ Jeudi 31 Octobre 2019
Exercice 1

On définit la suite u par ug =5 et ¥n € N, ups1 = up — 3 +3.

1. Montrer que pour tout n € N, u, existe et u, > 4.

2. Montrer que la suite u est décroissante. En déduire qu'elle converge.
3. Déterminer la limite de la suite u.

4. On introduit la suite v définie par : ¥n € N, v, = In(uy, - 3).

Montrer que pour tout n € N, v, existe.
5. Reconnaitre la suite v.

6. En déduire I'expression de u,, en fonction de n, puis retrouver la limite de la suite u.

Exercice 2

On se propose d'étudier la suite (uy,), .y définie par ug € R et par la relation, vraie pour tout n € N,

2
uz+1
/U/n.l_l - 7L2 .

1. Etudier la monotonie de la suite (uy,), ..
2. Dans cette question uniquement, on suppose gy = 0.
(a) Montrer que, pour tout entier naturel n.on a, 0 < u, < 1.

(b) Déduire des questions précédentes que la suite (uy,), .y converge et donner sa limite.

1
(c) Pour tout entier naturel n on pose, v, = 1 —u,,. En déduire lim ( L _ 1) = -,
n—+oo \Untl  Un 2

3. Dans cette question, on suppose que uy = 2.
(a) Montrer que la suite u n’est pas majorée.
(b) En déduire la limite de la suite u.

4. Dans cette question, on suppose que uy = 1.
Déterminer la valeur de u, pour tout n € N.



ELBILIASY X

prépas £CS 1 Problemes Corrigés MyTsmail Mamouni |
. [http ://elbiliasup.ma] 2019-2020 [http ://myismail.net]
Exercice 3

On propose de résoudre 1'équation suivante d'inconnue z € C :
2P —62+4=0 (E)
1. On considere 2 € C une solution de (E). Soient (u,v) € C* tel que u+v = 2 et uv = 2.
(a
(
(c) Montrer que u® et v* sont solutions de I'équation Z* + 47 + 8 = 0 d'inconnue Z € C.
(d

) Résoudre I'équation 7% + 47 +8 = 0.
2. On pose w = -2+ 2i.

) Calculer (u+v)? de deux manicres différentes.

b) En déduire les valeurs de u® +v* et u?v

(a) Ecrire w sous la forme exponentielle.

(b) Résoudre 'équation Z* = w d'inconnue Z € C en exprimant les solutions sous forme exponen-
tielle.

(c) On pose j = e*™/3. Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation Z° = w est {1+, (1 +
i)j, (L+14)5°}.
3. En utilisant les questions précédentes, déterminer les valeurs possibles de u et v, puis de 2.

4. En déduire les solutions de (E).

Exercice 4
Soit n € N et z € R. On propose de calculer les sommes 4, = Y_, cos?(kz) et B, = Y_, sin*(kz).

1. Calculer A, + B,.
2. (a) Montrer que A, — B, = ", _, cos(2kz).
(b) Rappeler et démontrer I'expression de ), _, cos(k#l) pour tout 6 € R.

(¢) En déduire une expression simplifiée de A, — B, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
de z € R).

3. En déduire des expressions simplifiées de A, et B, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
de z € R).
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Exercice 4

On considere la suite (uy,),>0 définie par :

up =0, uy=1 et VneN U,io="1upi1+ Uy,

1+
2

=

On pose enfin : ¢ =
3. Montrer que, pour tout entier n € N : wytnq0 — uj, = (—1)""

4.(a) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n > 2,
elle calcule et renvoie la valeur du terme u, de la suite (uy,),>0-

function u=suite(n)
v=0
w=1
for k=2:n

endfunction

(b) Justifier qu’il existe des réels A et u, que 'on déterminera, tels que :

—1\"
Uy = A" + 1 <_> '
'Z

u
(¢) En déduire que la suite ( "+1> converge et déterminer sa limite.
n=>1

Vn € N,

Unp,
5. On considere pour tout n € N* : §,, = E -
UpU
iy UkUk+1
(a) Montrer, sans chercher a calculer de somme, que la série de terme général converge.
UnpUn+1

(b) En déduire que la suite (S,,),>1 converge.

(c) En utilisant le résultat de la question 3, montrer que pour tout n € N* :

U, Un+41
5%+1'_'5% = - .
Un+41 Un+-2

+o00 C—l)k
(d) Montrer que : p =1 — Z -_—

UpUptq
— URUky

e Tournez la page s.v.p.
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Exercice 5

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 2 = —(2)°
2. 24P +5=0
3. (z4+1)"=(z=1)" (oun €N).

+1\" [2-1\"
4, | — =2
<2_1> +<z+1> cos(nf)

Exercice 6

E- Soit la suite u définie par u, =2 et pour tout n € N, u,,,; = —2u, +3.
Déterminer une expression de u, en fonction de n.
F- Soit la suite u définie par u, = % et Yn€ N, u,,; = 4u, +3n*—2n + 1. On définit alors la
suite v par v, =u, +n” pour tout n € N,
1. Montrer que la suite v est arithmético-géométrique.
2. Donner une expression de v, en fonction de n.

3. En déduire une expression de u, en fonction de n.
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_ Corrigé
Exercice 1

Oru, >4=u, —3>1=u,—3>0donc y/u, — 3 est bien défini et \/u,, — 3+ 3 = u,11 existe.
D’autre part, u, —3 > 1= y/u, — 3 > /1 =1 par st. croissance de NS donc uy,+1 > 1+ 3 = 4. Conclusion.

2. Par récurrence, montrons que ¥n € N, "u, > tpe1”.
initialisation : ug = 5, u; = V2+3dotug—u =2—-v2>0car2<4=12<4=2.
hérédité : supposons que pour un certain n u, > t,+1. Montrons que tn+1 > Uprg. OF Uy > Upsy = Uy — 3 >
Unt1 = 3= Vp —3 > \/ups1 — 3 (par croissance de \[) = Vg —3+3> Vg1 — 3432 Upat > Upio.
conclusion : la suite est décroissante. Comme elle est minorée par 3 (cf 1.) elle converge.

3. Notons [ sa limite. Alors comme pour tout n € N, u,, > 4 on sait que (passage a la limite dans les inégalités larges),
[ > 4. Puis (opérations sur les limites) /u, —3+3 —+> VI—=3+3 et par ailleurs, up4; — L
n—-+00

n—+4o00
Donc par passage a la limite dans 1'égalité u,+1 = /u, — 3+ 3 on obtient 'équation [ = /[ — 3 + 3.
On résout cette équation : [ —3=+1-3& (1-3)?=1-3 (car [-3>0) &2 -T+12=0. A=49-48 =1 d'oli
deux solutions % =3Jet % = 4. Comme [ > 4, on obtient [ = 4.
4. ¥n € N, u, >4 donc u,, —3 > 1> 0 et In(u,, — 3) = v, existe.
5.Yn € N, vp1 = In(upyy — 3) = In(yu, - 3) = %ln(un -3) = %vn. Donc la suite v est une suite géométrique de
raison 1/2 et de premier terme vy = In(ug — 3) = In(2). Donc Yn € N, v, = (3)"In(2).
6. Vn €N, v, =In(u, —3) doncn €N, u, =™ +3 — " +3=dcar-1<J<1=(3)" — 0

n—+4o0o n—4o0o

Exercice 2

2 2 2
1 St (-1 . .
L ¥ €N, gy — 1, = % = H_t 2 E > 0 et la suite u est croissante.

2. (a) Par récurrence : hérédité soit n € N tel que 0 < u, < 1 alors par st. croissance de v = 7 sur RT 0 < <1

2
d’oﬁlﬁu%+1<2€t%§u”;l<1.Don00§%§un+1<1.

(b) La suite est croissante et majorée par 1 : elle converge done vers une limite finie /. Par passage a la limite dans

2
’ 0 U 1 . 2 \
Pegalité 1,41 = %(car Uy, = { et a1 = £), on obtient [ = KT“ Dou..l=1.
B | U U S U NS D SRS ol 02 RS o TS G |
3. Fl oo - 0. Ups1 O l-tgyp l-uy 1_u%+1 l-up — 1-uw? 1w, 1-uwd 7 1-u2 T L4y - 2

2
4. (a) Raisomnons par I'absurde. Supposons que la suite u est majorée. Alors comme elle est croissante, elle converge et
par 2.c), elle converge vers { = 1. Mais ug = 2, et par croissance, fn € N, u, > 2 d'ou £ > 2. Contradiction.

(b) w est croissante et non majorée; done 1, = +0c.

5. Remarquer que uy = 1= u; = 1. Donc montrer par récurrence que pour tout n € N, u, = 1.
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Exercice 3
On propose de résoudre l’équation suivante d’inconnue z € C :

22— 62+4=0 (E)

1. On considere z € C une solution de (E). Soient (u,v) € C? tel que u+v =z et uv = 2.

(a)

(b)

(c)

(d)

Calculer (u +v)?® de deux maniéres différentes.

» En utilisant ’équation (E), on a :

(u+v)=2"=62—4=|6(utv)—4|

De plus, d’apres la formule du binéme de Newton et car uv = 2, on a :

(u+v)* =|u® + 3u’v + 3uv® + v* = u® + 6u + 6v +0v° = v’ +0° + 6(u+ )|

En déduire les valeurs de u3 + v* et uv3.
» En égalisant les deux résultats précédents, on obtient 6(u + v) — 4 = v + v® + 6(u + v) et

donc ‘u3 + 03 = —4‘. De plus, [u?v? = (uv)3 = (2)3 =8|,

Montrer que u® et v® sont solutions de l’équation Z* + 47 + 8 = 0 d’inconnue Z € C.
» u? et v3 sont solutions de I'équation (Z —u?)(Z —v3) = 0 d’inconnue Z € C. Or pour tout Z €
C,ona (Z—u?)(Z—v%) = Z%— (u*+0v3) —udv® = Z2+47Z +8 d’apres les résultats de la question
précédente. Donc |u? et v? sont solutions de ’équation Z2? + 47 + 8 = 0 d’inconnue Z € C|.

Résoudre I'équation Z* + 47 + 8 = 0.

» L’équation Z2 + 47 + 8 = 0 est une équation du second degré de discriminant A = 42 — 4 x
1 x 8 =—16 < 0. Donc elle admet deux solutions complexes conjuguées qui sont :

1 1

3o (V=) :%(_‘”42'): et 5 (—4—iv=A) =[2—2i]

2. On pose w = —2 + 2i.

(a)

(b)

Ecrire w sous la forme exponentielle.

» On a |w| = 1/(—2)2 + 22 = /8 = 2¢/2. Puisque Im(w) = 2 > 0, on obtient un argument de

W par arccos ( quiT)) = arccos (%) — arccos (_\/75) — 37 Finalement, |w = 2v/2e¥7/4 |

Résoudre l’équation 72 = w d’inconnue Z € C en exprimant les solutions sous forme exponen-
tielle.

» 0 n’est pas solution de Z3 = w (car w # 0). On écrit donc Z € C* sous forme exponentielle :
Z =re? avec r > 0 et 6 € [0,27]. On a alors :
3
T8 — = 36310 — 9, /9Bim/A { 223\/52(\/5) { 7”:;/5%
=1 [5]
Or %—%ﬂ <0, %—I—%ﬂ = 111—2”, 111—27r+2§ = 119—2” et 119—27r+2§ = %’r > 27. L’ensemble des solutions de
Z3 = w est donc {\/Qeiﬂ/ll, \/56117;71'/127 \/5619“1-/12} )
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fh@@, a /|/1€1}bﬂlla—su¥4]l%lé—} 12 et arch arccos K f) a%ﬁg% Qﬁé&mmaﬂ%}l +i=

V2er (car Im(I +:¢) = I > 0). On en déduit en posant j = e 3 que

(1+1)j = /24273 = \/2¢! i(5+5) — V/2eltim/12
et (1+14)52 = v2e™/1elin/3 = \/2¢! i(Z4+47) _ V2e19im/12,

D’aprés le résultat de la question précédente, I’ensemble des solutions de Z2 = w est donc bien
{1+4,(1+4)7,(1+14)5%}]

3. En utilisant les questions précédentes, déterminer les valeurs possibles de u et v, puis de z.
3

» D’aprés les résultats des questions 1.(c) et 1.(d), on a u® = =2+ 2i = w ou v® = —2 — 21 = w.
Dans le premier cas, u est solution de 'équation Z3 = w et donc, d’aprés le résultat de la question
2.(c),u=1+14u=(1+14)jouwu=(1+1i)j% Dans le deuxiéme cas, u est solution de I'équation
73 =w & (7)3 = w donc T est solution de Z? = w. On en déduit que v = 1+ = 1 — 4,
w=(1+i)j=(1—14)2 (car j = e 27/3 = %/3 = i) ouw = (1 +1i)j2 = (1 —1)j (car j2 =j = j).
On obtient donc six valeurs possibles pour .

Pour chacune des six valeurs possibles de u, on obtient une seule Valeur possible de v car uv =
2 &0 = 2 . On calcule les valeurs possibles de v grace aux relations F =1-7q, 1%1 =141,
1 _ 672171’/3 —4im/3 _ 2171'/3 ]

j

Pour chacun des six couples possibles (u,v), on en déduit la valeur possible de z = u + v grace aux
relations j + 5% = j+j = 2Re(j) = 2cos () = —let j—j*> = j—j = 2iIm(j) = 2isin () = iV/3.
Finalement, les valeurs possibles de u, v et z sont résumées dans le tableau suivant.

—j—j et l—e

U v Uu+v==z

1+ 1—i 2
(1+4)j | (1—i)j%] —1—V3
(1+d)j2| 1—i)j || -1++3

1—i 1+ 2
(1—d)5%| (14i)j | —1—+3
(1—d)j | (1+d)5%] —1+3

Il y a donc trois valeurs possibles de z.

4. En déduire les solutions de (E).

» D’aprés le résultat précédent, si z € C est solution de (E) alors z = 2, z = —1 — /3 ou
z = —1 4 /3. Réciproquement, on a (en utilisant la formule du binéme de Newton) :

2P —6x2+4+4=8—12+4=0,
(=1 =32 —6x(—1—v3)+4=-1-3V3-3x3-3V3+6+6V3+4=0
et (—14+v3)P —6x(—1+v3)+4=-1+3v/3-3x3+3V3+6-6v3+4=0.

Donc l'ensemble des solutions de (E) est | {2, —1 — /3, —1 +v/3} |

Cet exercice n’était pas difficile mais on peut perdre du temps a le rédiger si on manque d’or-
ganisation. Beaucoup de calculs sont identiques (ou différent seulement de quelques signes),
il ne faut surtout pas perdre du temps a refaire plusieurs fois le méme.

Exercice 4
Soitn € N et z € R. On propose de calculer les 50865 A, =3 ycos?(kx) et B, = >, sinf(§
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1. Calculer A,, + B,,.
» En utilisant le théoréeme de Pythagore, on a :

n n

A, + B, = Z cos®(kx) + ZsinQ(kx) = (cos?(kx) + sin®(kz)) = l1={n+1|

k=0 k=0 k=0 k=0

2. (a) Montrer que A, — B, = >;_, cos(2kz).
» D’aprés la formule de duplication du cosinus, on a Vk € N, cos?(2kz) = cos?(kx) — sin®(kz).
Donc :

n

A,— B, = Z cos? (kx) — Z sin?(kz) = Z (cos?(kz) — sin®(kz)) = Z cos(2kx) |.

k=0

(b) Rappeler et démontrer Uexpression de ), _, cos(kf) pour tout § € R.
> Soit § € R. On a Y, cos(kf) = > p_ Re(e*®) = Re (3_,€”) et on reconnait la somme
des termes d’une suite géométrique de raison €. Si € = 1, c’est-a-dire si § = 0 [27], alors
S =>"_yl=n+1etdonc|>_,cos(kf) = Re(n+1) =n+ 1| Sinon e? # 1, c’est-a-
dire 6 # 0 [27], et alors :

n ei(nJrl)H -1
Z COS(I{JG) = Re (W)
k=0

(ei(n+1)0/2 iln+1)0/2 _ ei(n+1)9/2)
Re

Gz < i0]2 _ =02

B ina/2  2isin((n+1)60/2)
= Re (e " 2isin (6/2) )

sin (n+1)%) .

sin (3

— | COS (ng)

(c) En déduire une expression simplifiée de A, — B, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
dex € R).
» En remplagant 6 dans le résultat précédent par 2z, on obtient :

n+1 si 2e0=0[2nr] < 2 =0 [n]

A, —B, = cos(nx)ssiirrll((a(;;‘ D) | G aw 0 27] &z £ 0 [7]

3. En déduire des expressions simplifiées de A, et B, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
de x € R).
» Pour obtenir des expressions de A, et B,, on écrit A, = %(An + B,) + % (A, — B,) et B, =
1 (A, + B,) — 3 (A, — B,) puis on utilise les résultats des questions 1 et 2. On obtient donc si
r=0[n]:

An:%((n+1)+(n+1)): ot Bn:%((n—l—l)—(n—l—l)):@,

etsiz #0 [n]:

(1 sy SO T,

A, =

((n+1)—

N | —
N | —

sin(z)

cos(nz) cos((n + 1)x)
sin() ) '
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3. Montrons par récurrence que Upp+2 — ufb = (=1)™*! pour tout entier n € N.
o Or up=0,u; =uy =1 donc ugug — uf = =1 = (=1)°L,

e Supposons qu'il existe un entier n tel que u,uy+2 — u% = (—1)"*1.

2 2
Up+1Un43 — Upyo = Un+1(un+1 + Un+2) —Upy9
2
= (R Un+2(Unt1 = Unt2)
N e’
:—un
2

= —(untnt2 — u?z—l—l)
_ . 1)n—|—2

par hypothese
de récurrence

e [ Ainsi pour tout entier n, u,uy1o — U%H = (~1)"*+,

(b) e La suite (u,) vérifie une relation de récurrence double dont I’équation caractéristique 22—z —1 = 0
-1
admet pour solutions ¢ et —.
P

—1\"
Donc il existe deux réels A et u tels que Vn € N, u,, = A" + (SO) .

o Ces coefficients vérifient :

A+ =0 pourn=20 w=—A

H 2
~1 = 1 = %+1
AMp+pu|l— ] =1 pourn=1 Ao+ — =1 A=
® ® w2 +1

Sl (G- ia - ()) -5 (6))
©r n

e |Ainsi Vn € N, u,, =

(c) Or ¢ > 1. Alors lim d =0. Donc u,, ~ A"
n——+00 " n——+00
(2 n+1 R
Donc 4~ 22" A L

Up N—+00 Uy N+

5.(a) e Rappelons que u,, ~ Ap™.
n—

+o0o

. 1 1 1\"
Ainsi on a ~ o |l=] -
UpUp41 n—=+oo N2 \ @

1 1\"
e Or 0 < — < 1. Donc la série géométrique Z <2> converge.
¥

n=1

Et par comparaison des séries a terme général positif, | la série de terme général converge.

UnUn+1

—1)k
(b) La série Z (=1) est convergente car absolument convergente.

’Donc la suite (Sy,)n>1 converge.
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(c) Pour tout n € N* :

n+1 n (
S5 = YLy
o ukuk-l—l 1Ukulc+1
(_1)n+1
Up4+1Un+2
2
_ Uplng2 = Uppg
Up4+1Un+2
. Up _ Un+1
Upt+1l  Un42
(d) o Soit N >2
N N/ U Uy u
n n+1 1 N+1
SN+1_81:Z(Sn+1_Sn>:Z<u . ) = e
= =1 \Untl - Ung2 2 UN+42
o UN+1
o Or u; =ug =1 donc S; = —1 et ainsi pour tout N > 2, —— = —Sy1.
UN+2
Upal UN+] 1
o La question 4.c) a montré que mlo ¢. Donc —— M, 2
Uy, N—+00 UN+9 n—=+00

e Fn faisant tendre N vers +o00, — = — .
Y 1oy Lk Uk

1
Or—=p-lcarp?=0p+1.
p

+00 <_1)k

Doncgpzl—z

k=1

Uk Uk+1




