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Préparation DS N°4
Fonctions Réelles

Développements limités
Exercice 12: pour s’entrainer

Donner un développement limité a I'ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :  a) x + In(1 4 ) cos(x)
b) z + sin(2z) oo e d)re 1_%5(:”) e)z 5 )z arctan 2 (ordre 2)
Exercice 13:

En utilisant un développement limité a un ordre convenable, donner un équivalent simple en 0 de :
a) ¥ — cos(z) — sin(z) b) In(1+z) -z c) e —(1+2)°—(e—1)

Formules de Taylor

Exercice 1:
A Tl'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer

a)VreRT, 1-2<e " <1-a+32” b) Ve eRF, 14+ 32— 522 <VI+a <1+ 52
¢)Vz €RT, z - 32? <In(l +2) <z - a? + 32 d)Vee 03],z -2 <sinz <z

Exercice 9:

Pour tout z > 0, on considere la série de terme général u,(z) = 1) 7y avee n > 0.

nl(z+n

1. Montrer que la série converge. On note g(z) la somme de la série. Que vaut g(1)?
n k, k
2. A Taide d'une formule de Taylor, montrer pour tout n € Net u>0: e = )’ (_1]2! =1 < (
k=0

un+1

n+1)!

1
z+n+1°

n
3. a) Montrer alors que pour tout z > 1, \fol ut ety — (—l)kk!(k1+x)| < (nil)l X

b) En déduire que pour tout z > 1, fol uttetdu = g(z).
bonus : montrer que le résultat précédent reste vraisi 0 < z < 1.

Exercice 10: le grand classique des sujets EML
Soit f la fonction définie par f(z) = [} < dt.
1. a) Justifier que f est définie sur R.
b) Déterminer la monotonie de f.
¢) Déterminer la limite de f en +oo puis —oo, et dresser le TV de f en précisant f(0).

2. (a)
)

Montrer que pour tout u € [-1,1], |[e™ = 1+ u| < % a l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange.

(b) En déduire que ¥z € R, Yh € [-1,1], ¥t € [0,1], [e~ @+t — e=2t 1 pte=2t| < b2 %e_“
1 e—wt 2 1 2€—zt
Montrer alors : |f(z+h) = f(z) +h [ erdt] < 2= [ Gt

(c) En déduire que f est dérivable en tout z € R et que pour tout z € R, f'(z) = — 01 tf;:; dt.



