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Devoir Surveillé N°4

Fonctions Réelles

Durée : 4 heures

Partie A : Les eXercices
Exercice 1;:

1. Montrer que pour tout 2 €0, I, ona 2 Cé* - 1< ze.
2. Mouter que pour tout 2 € 0+ o, 5 <1 ] <

Exercice 2 :
Déterminer les DL, (0) des fonctions suivantes :
X et —1 In(1+x%) e e
—p ¥ — X b = X = : d =]
)=t b =— ;)= ; ) n( 2 )
Exercice 3 :

En étudiant la convexité des fonctions considérées, prouver les inégalités suivantes :

Lvx>-1In(1+x)<x 2Vxe[0 ] —<siny < 3.VxE[0;§[,tanx2x
Exercice 4 :
On considgre fa fonction f definie par f(x) = In(Inx).

1. Déterminer le domaing de definition de f et etudier sa convexite.
2. Endéduire que ¥(x,y) €]L; +eo[4 In (%) > /Inxlny.
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Partie B : Les Mini-Problemes
Probleme 1 : .
On introduit la suite (uy)nen+ par la relation u,, = % —In(n).

1. Montrer que pour tout k € N* on a 17 <In(*) < 7.

2. () Montrer que pour tout n > 1, In("1) <.
(b) Montrer alors que la suite u converge. La limite de cette suite est appelée constante d’Euler, et est notée 7.

3. Variante : on introduit pour tout n € N*, v, = E r—In(n+1).

Montrer que les suites u et v sont adjacentes. Retrouver la conclusion du 2.(b)

Probleme 2 :
On veut déterminer une valeur approchée de I'unique solution négative de I'équation (E) : €* = 3 + 2.

1. Montrer que 'équation (E) admet une unique solution o sur R™ puis justifier que -2 < a < -1,
e” =3
2

2. Soit g la fonction définie sur R par g(z) =
(a) Résoudre I'équation de point fixe g(z) = z sur R~
(b) Justifier que Yz €] - 00, 0], g(z) €] - 00,0] et |¢'(z)| < 3.
3. On introduit la suite u par ug = —1 et ¥n € N, w41 = g(uy,).
(a) Montrer que ¥n € N, u, <0
(b) Montrer que Vn €N, [uns1 — o] < 3 |u, — of puis que Ju, - of < 5.
(c) En déduire que la suite u converge vers a.

(d) Ecrire alors un programme Scilab qui renvoie une valeur approchée de a & 107" pres,

Probléme 3:
Soit 'équation (E) : 2 - 32 +1=0,
1. Montrer que 'équation (E) admet exactement trois solutions réelles a, [ et 7y telles que a < =1 < f <1< 7.
2. Approximation de f.
(a) Justifier que f € [0, %] puis vérifier que [ est aussi solution de I'équation % = 1.
(b) On considere la fonction g définie sur R par: Vz € R, g(z) = %
Montrer que pour tout z € [0, 5], g(z) € [0, 3] et ¢'(z)| < 5.
(c) On considere la suite u définie par ug =0 et Yn €N, up11 = g(uy,).
Montrer que Vn € N, u, €[0,3].
(d) Justifier que Yn €N, fuqp1 — B] < § [un — B puis que [u, — 8| < 5 X 3.
(e) En déduire que la suite u converge vers .

(f) Ecrire un programme Scilab qui renvoie une valeur approchée de 3 & 107 pres.
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Partie C : Le Informatique

Exercice 1. Dans tout I'exercice, o désigne un nombre réel non nul. Soit f, :  — ae® + €.
1. Soit y un nombre réel. Résoudre I'équation at? + ¢t — y = 0 d’inconnue ¢ réel.

2. Dans toute la question 2. on suppose que a > 0.
a) Donner les variations de f,.

(a)
(b)
)
)

Démontrer que f, réalise une bijection de R sur un intervalle a déterminer.

(c

(d) Dans la question 2.d. uniquement, on se place dans le cas particulier o o = 2.

Justifier qu’il existe un unique z, € R tel que fu(xy) = 1.

i. Compléter la fonction Scilab suivante pour qu’elle renvoie fa(z).

function y=£2(x)
y=...
endfunction

ii. Que faut-il taper dans la console pour obtenir les valeurs fo(—1) et f2(0) ? En déduire
un encadrement de .

iii. Compléter la fonction suivante afin qu’elle renvoie une valeur approchée de x9 a € pres
en utilisant ’algorithme de dichotomie.

function y= dichotomie(epsilon)
a=...
b=...
while abs(b-a)>...
c=...
if (£2(a)-1)*(£2(c)-1)<0 then

else

end
end
y=(a+b) /2
endfunction

iv. En utilisant le programme précédent, déterminer une valeur approchée de z5 a 0,01
pres. Calculer I'exponentielle du résultat obtenu et émettre une conjecture sur xs.

(e) Déterminer 'application réciproque de f,.

(f) Démontrer la conjecture établie a la question 2.d.iv.
3. Dans la question 3., on suppose que « < 0.

(a) Donner les variations de f,.

(b) Soit y un nombre réel. Discuter, selon la valeur de y du nombre d’antécédents de y par la
fonction f,. La fonction f, est-elle injective de R dans R ? Surjective de R dans R?
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Partie D : Le PROBLEME

On s'intéresse dans cet exercice a la série de terme général u,, = (— 1)”ln( n) pour n > 1.
On pourra utiliser sans justification que x 4 In(1 — z) ~ _ng, et que 2 <e<3.
r—

n

1. Onnote : ¥n > Lw, = Y 1 —In(n).

k=1

(a) * Montrer que : wy11 — wy, ~
n——+0o0

(b) Montrer que la série de terme général (wy4+1 — w,) converge, puis que la suite (w,) converge vers un réel
noté y et appelé constante d’Euler.

1
n?*

2. Dresser le tableau de variations complet de la fonction f : ¢ — @ sur |0, +00].

n n
3. On note pour tout entier n > 1, S, = Y up= ), (—1)’“%
k=1

(a) Montrer que les suites (S, )n>1 €t (Szn+1)n>1 sont adjacentes.

(b) Montrer que la série de terme général u,, converge. Est-elle absolument convergente ?

n
4. On note pour tout entier n > 1, v, = Y, % - [ln(;@ iy

k=1

In(n+1) n+1 In(t)
o <, ot

(b) En déduire que la suite (v, ), >3 est décroissante.

(a) Justifier que pour tout entier n >3 :

(c) Montrer que la suite v est convergente.

indication : on pourra commencer par montrer que pour tout k > 3, f i ¥dt < ln,(ck .

1 2k 2% In(k
5. (a) ** Montrer que pour tout entier n > 1, S, =2 E n(Zk) _ v k)

k
k=1
2n
indication : remarquer Y ... Z .t Z t I'appliquer deux fois
k=L kkpair ki zmpazr
s B w In(2))?
(b) En déduire que Sy, =In(2) Y 1 + vy — 20 — [T —In(2) In(n)

k=1
+00
6. Démontrer alors que : ) (—1)"1“( ") =71n(2) - M
n=1
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CORRIGE

Partie B : Les Mini-Problemes
Probleme 1 :

1. Penser & I'TAF (et & la premiére application vue en cours). Soit k € N*. On consideére f : z — lnx continue et
dérivabl e sur RY donc sur [k, k+1]. De plus, ¥z € [k, k+ 1], f'(z) =L donc k <z <k+1= k+1 <<l
k+1 <f'(z) < 1 . D’apres 'TAF appliquée en ket k+1 : k+1<k+1 k)< f(k+1)-f(k) < (k—l— 1-k).
D'olt k+1 <In(k+ 1) In(k) < 7 d'ou le résultat.

Vrai pour tout k € N*,

??“
=

2. (a) En sommant D'inégalité de droite pour k variant de 1 an: ) In(52) < Y"1 cad In([[ H) < )
k=

n

n
Comme le produit est télescopique, on obtient : In(™) < Y 1. Dot ln(n+1) < ) 1.
k=1 k=
— In(k) et reconnaitre que

—_

(Variante : on aurait pu aussi écrire In(2) = In(k + 1) a somme de départ était

télescopique. )
n

Bref, finalement, u,, = k:l}c ~In(n) > In(n+ 1) - In(n) = In( 1),
nil n
(b) Monotonie de la suite (uy,) : ¥n € N*, w11 —u,, = Z T —In(n+1)- (k;% n(n)) = i —In(n+1)+In(n)
n+1 —[In(n+1) —In(n)] = %H —In(™1) <0 d’apres la question 1. .

Donc la suite (uy,) est décroissante, et d’apreés (a), elle est minorée par 0 puisque pour tout n € N*,
Uy > In(™E) > In(1) = 0.
Donc la suite u converge.

3. Variante : on a déja montré la décroissance de la suite u.
n+1

Monotonie de la suite v : Vn € N, vpp1 — v, = Y 4 ~In(n+2) = (¥ 1 ~In(n+1)) = % - hl(Zﬁ) > ()
k=1 k=1

d’apres 1. appliquée en k =n + 1. Donc la suite (v,) est croissante.

Puis, up — v, =In(n+1)—=In(n) =In(1+ %) — 0.
n—+400
Donc les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes, et on en déduit qu'elles convergent vers la méme limite.

En particulier, la suite u converge !
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Probleme 2 :

1. Poser f définie sur R™ par f(z) = e"=3—22. T.V.: f est continue et strictement décroissante sur R~ donc (th. de la
bijection) f réalise une bijection de R™ sur f(] —o0,0]) = [£(0), lm f(z)[=[-2,400[. Or 0 € [-2,+00] donc (déf.
T——00

de la bijection), I'équation f(z) = 0 admet une unique solution @ € R™. f(~2) =1+ 5 > 0et f(-1)=1-1<0
done f(-1) < f(a) < f(=2) et par stricte décroissance de f sur R™, =1 > a > =2.

2. a)Soitz€R;g(z) =2 & e -3=2r 4 f(r)=0& 2 =apar 1. Donc a unique point fixe de g sur R™.
b) méthode 1 : Faire le tableau de variations de g : g est dérivable sur R et Yz € R, ¢'(z) = €"/2 > 0.
On trouve que g(] — 00,0]) =] = 3/2, 1] C] - 00,0] donc Yz €] - 00,0}, g(z) €] — 00,0].
méthode 2 : construction z < 0= 0<e? <12 -3<e? -3< —2:>_73 <glr) < -1=g(z) <0 ...
Deplusz <0=¢” <e’=1=¢"/2< 5. Bt ¢'(x) > 0 donc pour z <0, |¢'(z)| = ¢'(z) < 5.

3. (a) Récurrence : supposons u,, <0, alors u,, €] — 00,0}, et par 2.b) u,11 = g(u,) €] — 00,0] d'olt w47 <0
(ou utiliser la monotonie de g pour construire I'inégalité sur w41 ... mais moins dans l'esprit de I'énoncé).

(b) g est dérivable sur R~ et vz € R™, |¢/(z)] < §, donc on peut appliquer I'TAF & g aux points u, € R~ et
a €R™ 1 [g(un) = 9()] < §fun — o] & Juns1 — of < Jun — of car g(a) = o d'aprés 2.a)
Montrer alors par récurrence que ¥n € N, |u,, — o] < 2%
initialisation : Attention, I'initialisation est difficile ici, donc bien tout justifier! [ug —a=|—-1-al.
Or-2<a<-132>-a>1=-142>-1-a>-1+1=1>-1-a>0=|-1-q/ <L
Dol [ug — af < 1= 55. hérédité : supposons [u, — o] < o+ et montrons |uy+1 —af < 5.

Or [uns1 — @] < §[un — o] (par ce qui précéde) < J5+ (HR.) = 5. Conclure.

= 20m —ntT
(c) Théoréme d’encadrement : 5 — 0 (car2>1)doncu, —a — 0&u, — a..
n—+00 n—+00 n—+00

(d) Comme (u,) converge vers a si n est suffisamment grand, u,, donnera une bonne valeur approchée de a.

On cherche donc n tel que u, —af <107 : pour cela, il suffit que 5 < 107 car alors [u, — o < 57 <107°.

Puis 5+ <107 & 107 <2" & In(10°) <In(2") (par stricte croissance du In) & 91n(10) < nln(2)

& 911;1((21)0 ) < (car In(2) > 0). Le premier n qui convient est ny = L9ln((21)0 1.

1
n
1 reste & écrire un programme qui calcule ng puis renvoie uy,, : u=-1 , n=floor [9*1og(10)/log(2)]+1
for k=1:n, u=(exp(u)-3)/2 , end, disp(u).

Variante avec while : n=0;u=1;

while (1/2)"n>10" (-9), n=n+l, u=(exp(u)-3)/2, end, disp(u)
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Partie C : Le Informatique

Solution 1 1. Soit a # 0. Il s’agit d’une équation du second degré. Le discriminant est A =1 + 4ay. On doit donc
distinguer trois cas.
Cas 1 : si1+44ay > 0 (c’est a dire que y > Z—al si a strictement positif ou y < 4_—; si «a strictement négatif), alors

I’équation admet deux solutions qui sont t; = —t—yitiay W et o = =iy itday V2C1x+4ay.

Z—;, I’équation admet une unique solution qui vaut to = 7.
Cas 3 : si 1 +4ay < 0 c’est a dire que y < 4_—; sia>0ouy > 4_—; si a < 0, ’équation ne possede aucune solution
réelle.

Cas 2 :sil+4ay =0 cest a diresi y = L

2. (a) Soit @ > 0. La fonction f, est la somme de deux fonctions usuelles strictement croissantes sur R.

Conclusion : ‘ Elle est donc également strictement croissante sur R.

(b) La fonction f, est continue sur R comme sommes de fonctions usuelles continues sur R, et elle est strictement
croissante d’apres la question précédente. D’apres le théoreme de la bijection, elle réalise donc une bijection
de R sur f(R) =]limf, Emf[:]O, +0o0l.

Conclusion : ‘ fa réalise une bijection de R sur RY. ‘

(¢) Comme 1 € R, par définition d’une bijection, il existe un unique réel z, tel que fo(za) = 1.

Conclusion : ‘ 11 existe un unique réel z, tel que fa(za) = 1. ‘

(d) i. On complete la fonction de la maniere suivante :

function y=£2(x)
y=2%exp (2*x) +exp (x)
endfunction

ii. En utilisant Scilab, on obtient f2(—1) & 0,64 et f2(0) = 3. On a donc fa(—1) < 1 = fao(z2) < f2(0) et
comme fy est strictement croissante d’apres la question 1, il vient

Conclusion : | —1 < x2 < 0.

iii. On complete la fonction de la maniere suivante :

function y= dichotomie(epsilon)
a=-1
b=0
while abs(b-a)>epsilon
c=(a+b)/2
if (£f2(a)-1)*(£2(c)-1)<0 then
b=c
else
a=c
end
end
y=(a+b)/2
endfunction

iv. En tapant dichotomie(0.01) dans la console Scilab, on obtient x2 ~ —0, 69.

Conclusion : | On peut donc conjecturer que zz = — In(2). ‘

(e) Soit y > 0. Soit & € R. On cherche & résoudre y = fo(2) cest & dire y = ae®® + ¢®. On posant ¢t = ¥, on
est ramené & la résolution de ’équation at? +t —y = 0 de la question 1. dans le cas olt y > 0 et o > 0, c’est
a dire dans le cas 1. Nous avions montré que dans ce cas, I’équation avait deux solutions de signes opposés.
Nous excluons la solution négative puisqu’ici t = e® > 0. Ainsi,
-1 1+4 -1 1+4
+vI+ 4oy (E,x:ln<+— \g+ay>
« Q@

Y= fule) et = YL

Conclusion | f3* est la fonction de R dans R qui & z associe In (L W) .

(f) 1l suffit de calculer f;*(1) =1In (%7 W) = —1In(2).

Conclusion : ‘ La conjecture est démontrée : o = —In(2). ‘

3. (a) Soit o < 0. La fonction f, est dérivable sur R comme somme de fonctions usuelles dérivables sur R et pour
tout = € R,

fo(z) = 2ae* + €* = e*(2ae” 4 1).
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Ainsi, comme a < 0,

1
fo(x) >0 <= 2ae” > —1 <= €" < 5 < —In(—2a).

Conclusion ‘ fo est strictement croissante sur | — co, — In(—2a/)] et strictement décroissante sur | — In(—2a), +o0]. ‘

La fonction f. est continue et strictement croissante sur |—oo, — In(—2a)]. D’aprés le théoréme de la bijection,

elle réalise donc une bijection de | — oo, —In(—2a)] sur fa(] — 0o, —In(—2a)]) =Jlimfa, fo(—In(—2a))] =
10, —=]. En effet, fo(—In(—2a)) = e~ 2In(=20) 4 o= In(=20) a2 T ﬁ =—4.

De la méme maniére, on montre que f, réalise une bijection de | — In(—2a), +oo[ sur | — oo, — 7= |.
Appelons f; la restriction de fo & | — In(—2a), 400 et f2 sa restriction & | — co, —In(—2a)]. On constate

que les ensembles de définition de fi et f2 sont disjoints mais que leur ensembles images ont des points en
commun.

Ainsi, en regroupant tous nos résultats, il apparait que :
o siy > ;—i alors y n’a pas d’antécédent par fo (car y ne se trouve ni dans I’ensemble image de f1 ni
dans celui de f2).

e siy <0 alors y admet un unique antécédent par fo (car y se trouve dans 'ensemble image de fi mais
pas de f2).

e si0 <y< —i, alors y posséde deux antécédents distincts par f, (car y se trouve a la fois dans
Iensemble image de f1 et dans ’ensemble image de f2 et que les ensemble de définition sont disjoints).

e siy= Z—al, y admet un unique antécédent par f. (car y se trouve dans l’ensemble image de f> mais pas

de fl)

Conclusion : ’ La fonction f, n’est ni injective ni surjective de R dans R.




Partie D : Le Probleme

n+1 n
L. (a) wpt1 —wn = <k iln(nJrl)) - (k 1 —In(n )> = —Jrln(n_H) = n+1 +In(1 — _1~_1) d’olt comme
-1 1
1 5 NIy . 5z A N o~ _lc 12 1 1
T= T n_)—+>oo 0, d’apres 1’équivalent donné dans I’énoncé, w,+1 — wy W (n+1) 5 X 73

(b) Attention au signe! Pour le critére d’équivalence, il faut que les 2 termes généraux soient positifs!

Méthode 1 :par convergence absolue |wy,+1 — wy,| 55 La série de Riemann Y - converge (2 > 1)

~

n—-+oo n>1

donc, par linéarité, la série > # converge. Par théoréeme d’équivalence des séries a terme positifs,
n>1

la série 3 |wy41 — wy| converge. Ainsi, la série Y (wn41 — wsy,) converge absolument donc converge.
n>=1 n>1
Méthode 2 : au vu de I’équivalent trouvé, a partir d’un certain rang, les deux membres sont toujours négatifs.

Or par linéarité, la convergence de la série > (wp41 — wy,) est équivalente & la convergence de la série

n>0
> (wy — wpy1) : dans cette derniére série, on a bien des termes positifs & partir d’un certain rang avec
n>0
Wy, — Wnt1 ~ # Faire alors le critere sur cette série ....
n—1 n—1 “+oo
Enfin, Yn € N*, > (wrr1 —wg) = wy —wy, donc wy, = > (wga1 —wg)+w; — > (wryr1 —wg)+w; €R
k=1 k=1 n—too =1
puisque la série converge. Donc la suite (w,,) converge.
2. Par quotient, la fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et f/(t) = ... = %2“) donc f/(t) >0 In(t) <1 &t <el.

Limites : en 0, pas de F.I. f(t) = —o0, et en +00, d’apreés les croissances comparées, f(t) — 0.
3.(a) Soit n > 2. Ainsi : 2n+3 > 2n+2 > 2n+1 > 3 > e, et on sait f décroissante sur [e,4+o00[. On a alors

(relation de Chasles) : So(yq1) — S2n = ... = Ugpt2 +U2pt1 = 1n$:r;2) lnéf{fl” =f2n+2)—f(2n+1) <0
52(n+1)+1 - Szn+1 = Uont3 + U2pi2 = 1“&1’123) + 1néin+-;2 = —f(2n + 3) + f(2n + 2) z0
Sony1 — Sop = Ugny1 = —lnéinjll) S0

(b) Les deux suites adjacentes sont donc convergentes et admettent la méme limite ¢. Comme ces deux suites
recouvrent tous les termes de la suite (S,),>1 (suite des sommes partielles de la série > u,) alors cette
derniere converge elle aussi vers ¢, donc la série Zn>1 Uy, converge.

Enfin, pour tout n > 3, on a : |u,| = @ . Mais la série de Riemann Zn>1 diverge, donc par critere
de comparaison des séries & termes positifs, la série > Jup| diverge.
4. (a) f est décroissante sur [e,+oo[et n+1>n >3 >edonc:Vte n,n+1], f(n+1) < f(¢)
Par croissance de l'intégrale (et bornes croissantes), on a : [ o fln+1)dt < [ nH g (t)dt.
Or [M f(n+D)dt = f(n+1) [ 1dt = f(n+ D = f(n+ 1) = 2ot
Pour faciliter la question suivante : I'intégrale se calcule d’out f:H ftdt = an 1Intdt = [£(Int)?]n+?

= 1(In(n + 1)) = 3(Inn)% On en déduit : lnfﬁ:il) < i(In(n+1))? — (Inn)2.

(b) Soit n > 3. On a ainsi : V41 — vy = ... = lnsrrll) - 1“(n+1)2 + 1n(n)2 < 0 d’apres la "fin” du (a).
(¢) En adaptant le raisonnement du ( ), indication sort v1te pulsque pour tout ¢ € [k, k+ 1], f(t) < f(k) par
décroissance de f ... On en déduit par somme, que kgg% > kzg f:+1 (t)dt = 3n+1 f(t)dt = L[[In(t)]?5

n 2 2
= 3(n(n+1)° = 3(n3)?, doti v, =0 22 4 3 e — Bl > B2+ Sfln(n+ 1)) - j(In3)? - B

> lnf) — 2(In3)% 4 0. Donc la suite (v,) est minorée, donc convergente.
2n 2n 2n 2n 2n
In(k In(k In(k In(k In(k
5.(a) Soit n > 1. Ona Son = 3 (-1 = 50 (-)FE 4 3 (-pkeE= S0 P o S Y
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
k pair kimpair k pair kimpair
2n 2n 2n 2n 2n n 2n n 2n
_ In(k) In(k) In(k)\ _ In(k) In(k) _ In(2j5) In(k) _ In(2k) In(k)
=X (X - ) =2 -y =2y R -y =2 T - Y
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 j=1 k=1 k=1 k=1
k pair k pair k pair
- N In(2)+In(k 2% In(k < S In(k & In(k L In(n)]?
(b) ol Sy, = 3 MEHRE — 7 B = () 3§+ 3 B~ 8O = (@) ¥ f+ o, + G -
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
2 n 2 2 n 2
|:U2n + 7[111(22")] } =In(2) - 14 vn —von + [n(n)] _[IHQ(Q)HH(")] =In(2) 3 + + vn — van + — n (2)_221n(2) In(n)
k=1 k=1
n In(2)]? n In(2)]?
:m(z)k;%+vn—v%_%_m(2)1ﬂ( In(2 (;% n(n)) + v, — vg, — AL
+oo
I - nln(n) — . — . ~ . _ . PR
6. On sait : n§1( nr=; ngl}rloo Sp nEIJIrloo San (par convergence). Et de méme, ngrfoo Un nhrJIrloo Vg, d’oll

; _ PN _ [In(2)]? [1n(2)]
Up — V2, — 0. Enfin, ngr—iI—loo wy, =y d’ott So,, = (2w, — =57 + (v, — v2y) n_)—+>oo ~vIn(2) — +0

n—-+oo



