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Matrices & Probas

Préparation Concours Blanc

Exercice

(d’apres ESC 2012, a part la derniere question qui a été ajoutée)
On considere la suite (uy),, oy définie par ses deux premiers termes up = 1 et u; = 2 ainsi que la

relation :

. 1
pour tout entier naturel n, uyi12 = Upy1 — Zu"'

1 -1 1
Soient les matrices : A = ( 4 ), I = ( 0 ) et, pour tout entier naturel n,

1 0
Un:(“"+1 )
Un

1) a) Montrer que pour tout entier naturel n, U, +; = AU,.
b) Etablir par récurrence que, pour tout entier naturel n, U, = A"Uy.

1
_ (12 [ 2
P—<20> etT-(O )
a) Vérifier que AP = PT.

b) Etablir que, pour tout entier naturel n, A" P = PT™.
3) On pose B=T — 11.

2) On pose :

= =

a) Donner les quatre coefficients de B puis calculer B2.
Donner B* pour tout entier k > 2.

b) En utilisant la formule du binéme, montrer que :

1 n
n __
Indication : écrire la somme avec des ... pour comprendre <quels termes partent et quels

termes restents.
c¢) Cette formule est-elle aussi vraie pour n =0et n =17
d) En déduire, pour tout entier naturel n, les quatre coefficients de T™.

0 1
4) a) On pose Q = ( 1 21 ) Vérifier que 'on a PQ = I5.
2 1

b) Déduire des questions précédentes, pour tout entier naturel n, les quatre coefficients de A™.

5) Déterminer, pour tout entier naturel n, une expression de u,, en fonction de n.

6) Une autre méthode (on n’utilisera donc pas, dans cette question, I’expression de u,, obtenue dans
la question précédente mais seulement la définition de la suite (uy),, oy du début de 'énoncé).
On considére la suite (’Un)neN définie, pour tout entier naturel n, par v, = 2"u, et la suite
(Wn), ey définie, pour tout entier naturel n, par wy, = vp41 — Vp.

a) Justifier que, pour tout entier naturel n, w41 — w, = 0.
En déduire, pour tout entier naturel n, w,, = 3.

b) Que peut-on en déduire sur la nature de la suite (v,,), oy 7
Déterminer, pour tout entier naturel n, une expression de v,, en fonction de n.

¢) En déduire, pour tout entier naturel n, une expression de u,, en fonction de n.
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Exercice 2:

1.

deux

n
Liminaire : Soit n € N*. On pose pour tout z € [0,1[, f,(z) = . z*. Calculer f,(x), puis en dérivant de
k=0

ne" ! —(n+1)2”+1
(1-2)*

. -
manieres différentes f,,, montrer que pour tout x € [0,1[, 3 kzF~! =
k=0

Sur une ligne de bus, a une station donnée, une enquéte a permis de révéler qu'un bus a la probabilité p = 0.8
d’avoir un retard inférieur a 7 minutes sur I'horaire officiel.

2.

Monsieur V. fréquente cette ligne de bus tous les jours pendant n jours, ou n € N* est fixé. On suppose que
les retards journaliers sont indépendants. On pose pour tout k € [1,n] Ag I'événement ”le jour k est le jour
ou pour la premiere fois Monsieur V. attend plus de 7 minutes 7, et Ag I’événement ” le temps d’attente est
inférieur a 7 minutes pendant les n jours”.

(a) Introduire des événements élémentaires.
(b) Décrire Ag a l'aide de ces événements puis déterminer P(Ap).

)
(c) Pour tout k € [1,n], décrire Ay puis calculer P(Ay).
n
(d) Vérifier par le calcul que > P(Aj) = 1. Comment aurait-on pu justifier autrement ?
n k=0
(e) Déterminer > kP(Ay), qui représente le ”jour moyen” du premier retard du bus.
k=0

. Lassé des retards, Monsieur V. décide de prendre le bus ou le métro selon le protocole suivant :

— Le premier jour, il prend le bus.

— Si le jour n (n € N*) il attend plus de 7 minutes pour prendre le bus, le jour n + 1 il prend le métro,
sinon il prend de nouveau le bus.

— Si le jour n il prend le métro, le jour n + 1 il prend le métro ou le bus de fagon équiprobable.

On note p,, la probabilité que Monsieur V. prenne le bus le jour n.
(a) Justifier que pour tout entier naturel n non nul : p,4+1 = (p — %)pn + %

(b) En déduire 'expression de p,, en fonction de n. La suite (p,,) est-elle convergente ?

(¢) Compléter la fonction Scilab suivante, qui simule 'expérience ci-dessus pendant n jours et qui renvoie le
nombre de fois, ol finalement Monsieur V. a pris le bus. La variable t code bus par 1 et metro par 0.
Rappel : la syntaxe rand (1) permet de choisir au hasard un réel entre 0 et 1, donc la syntaxe rand (1) <a
permet de simuler un événement de probabilité a.

function y=simu(n);
t=1; k=1;
for i=2:n
if t==1 then
if oL then, k=........ , else ......... end ;

endfunction
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Exercice 3:
Partie I
0111 1000 1111
o : , oo ror 1, 10100 R
On considere les matrices A, I et J suivantes : A_§ 1101 I = 0010 et J= L1l
1110 0001 1111

1. Déterminer les réels a et b tels que A = al +b.J.

2. (a) Calculer J? puis établir que, pour tout entier naturel k non nul, ona:  JE = 4417,

(b) Calculer Y (1)4"*(~1)""*, pour n € N".
k=1

(c) Montrer que pour tout entier n € N*, A" = (—3)"I + (1 - (-3)")J

(d) Expliciter alors la premiere ligne de la matrice A™ pour tout entier n € N*.

Partie 2

Les sommets d'un carré sont numérotés 1, 2, 3, et 4 de telle facon que les cotés du carré relient le sommet 1 au sommet
2, le sommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4 et le sommet 4 au sommet 1.

Un mobile se déplace aléatoirement sur les sommets de ce carré selon le protocole suivant :

o Au départ, c'est a dire a I'instant 1, le mobile est sur I'un quelconque des 4 sommets (choix équiprobable).

o Lorsque le mobile est a un instant donné sur un sommet, il se déplace a I'instant suivant sur 'un quelconque des
trois autres sommets, et ceci de fagcon équiprobable.

¥n € N*, on note A, (resp. By, Cy, Dy) U'événement "a I'instant n, le mobile est sur le sommet 1 (vesp. 2, 3, 4)”.

Qn
, s : b
On note également a,, (vesp. by, ¢y, dy,) leur probabilité respective et on pose X, = C”
n
1. Donner ay, by, c; et dj. d,

2. Utiliser la formule des probabilités totales pour justifier soigneusement que pour tout n > 1, X411 = AX,,, ot
A est la matrice introduite dans la partie 1.

3. En déduire alors une expression de X,, en fonction de Xi, pour n € N*.

4. En déduire I'expression de a;, lorsque n tend vers +00. A quoi peut-on s’attendre pour by, ¢, et d, 7
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Corrigé

1) a) Soit n un élément de N. On a :

On a bien :

1 -1
AU, = ! Hntl
1 0 Un

’pour tout n de N, U, 41 = AU,. ‘

Notons P, la propriété définie par : <U,, = A"Uy>.

Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N.

Etape 1 : initialisation :
On a A° = 1. Donc :

AU, = IUy = U,.

Donc Py est vraie.
Etape 2 : hérédité :
Supposons que la propriété P, est vraie pour un certain entier n de N et montrons que P41

est vraie.

On a:

U,+1 = AU, (dapres la question précédente)
= AA"Uy (car P, est vraie)
An+1 UO~

Donc P, est vraie.

Etape 3 : conclusion :
Pour tout n de N, P,, est vraie, c’est-a-dire que :

On a:

et :

Donec :

’pour tout n de N, U,, = A"U,. ‘

(32)-("F )

= Nl

S NI
N[—= =
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b) Notons @, la propriété définie par : <A"P = PT">.
Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N.

Etape 1 : initialisation :
Ona A°=1Tet T°=1. Donc :
A’P=pP

et :

PT°=PI=P
Donc A°P = PTY, c’est-a-dire que Qg est vraie.
Etape 2 : hérédité :
Supposons que la propriété @,, est vraie pour un certain entier n de N et montrons que Q41

est vraie.

On a:
AP = AA"P
= APT" (car Q, est vraie)
PTT"™ (car AP = PT d’apres la question précédente)
PTThLl.

Donc @Q,,+1 est vraie.

Etape 3 : conclusion :
Pour tout n de N, @Q),, est vraie, c’est-a-dire que :

’pour tout n de N, A" P = PT". ‘

)

3)a) e Ona:

1
B=T--I=
2 (

On a obtenu :

O =
= O

O NI
[
= =
S wl=
v
Il
7 N\
o O
(el
N——

e D’apres le point précédent, on a :
o (01 01\ (00
B _(0 0 oo/ \o o)/
e On a, pour tout entier k tel que k > 2 :
(00
B _(0 o).

Remarque : on peut établir ce résultat par récurrence ou en constatant que, pour tout
entier K > 2, onak —2 >0 et donc :

k_ pk—2p2 _ pk—2( 0 0\ _ (0 O
(9 0)-(0 )

b) Comme B=T — I, on a:

De plus :
1 1 1 1
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donc :

o (1) (1) oo

On peut donc appliquer la formule du bindéme de Newton. Celle-ci permet d’affirmer que,
pour tout entier n tel que n > 2, on a :

TTL

177/
= (B+=1
(2+37)

- () ()

= @G 06 6) & ()

Détail de (x) :
On a bien :

d’apres la question précédente.

n

—B.

2n71

c) eOna:

Or T° = I, donc :

1
pour tout n de N tel que n > 2, T" = z—nI—F
1 0 1

la formule de la question précédente est aussi vraie dans le cas n = 0.

e On a:

1 1 1
5{]4*§T:IE;:ZI**513

1
OrT'=T= §B + I (¢f début de la question précédente), donc :

’ la formule précédente est aussi vraie dans le cas n = 1.
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d) Pour tout n de N, on a :

TTL

Finalement :

4) a) On a:

1 2

PQ:(Q 0

1 n

—1TI B

n +2n71

1 0 n 0 1
mn 1 gn—1 0 0

0
0

n
on—1 >

0

4

(d’apres les deux questions précédentes)

Finalement, on a bien :

b) Soit n un élément de

A"P =PT"™ dou

d’out
d’ou
d’ou
d’oul
d’out
d’out
d’ou
d’ou
d’ou

Finalement :

1 .
0 o
b n
pour tout n de N, T" = 2" 2n171
0 _—
on
1 1 1 1
> 0 3 _ 0+2x35 5-—-2x7 _ 1 0 - L.
3 -1 040 2x3+0 01
PQ = Is.
N. D’apres la question 2)b), on a :
A"PQ = PT"Q
A"ly = PT"Q
A" = PT"Q
12 0 3
An — ( )Tn < L 21 )
2 0 2 1
1 n 1
5% Sac 0 3
A" = ( ; g ) < o2 1 ! ) ( 1 21 ) (d’apres la question 3)d))
0 o 7 1
n 1 n
An _ < 1 2 ) ( 2.9n—1 2.2m 4.271,—1 )
o 2 0 1 _1
2.2m 4.2m
n__ oy 2 _1 —n___ _2
n __ 2.2m 2.2n 2.2m 4.2m 4.2m
A" = < n 1 n
on—1 on 2.2n—1
L L1 _n 2
n n n 2n+1 2n+1 2.2n+1
on—1 on n
n 1 o n_ 1
n n on 2n+1 2n+1 2n+1
A" = < n 1l _ n
211.—1 on on
n+1 —n
on 2n+1
A” = ( n 1—n ) :
277,—1 271,
n+1 -n
n n+1
pour tout n de N, A" = 2 2nt
n 1—n
2n—1 n
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5) Soit 7 un élément de N. On a :

Up, "

= A"U, (d’apres la question 1)b))

n+1 —n ”
1 N . -
= 2: 21n7n ( ul > (d’apres la question précédente)
=T 0
on—1 n

4(n+1) o n
_ on+1 o+l
- 4n 1-—n
27L + 2!1.
3n+4
_ 2n+1
- 3n+1
2TL
Donc :
3n+1
pour tout n de N, u,, = on "

6) a) e Pourtout n de N, on a:

Wn4+1 — Wn = Uny2 — Unyl — (Un+1 - Un)
= Upy2 — 2Upt1 +Un
= 2"y, 0 — 2.2y, 1 4+ 27,
= 2" (2%upy2 — 2.2uny1 + uy)

= 2" (4un+2 —4AUpq1 + un)
1
= 2" (4 (Un-i-l — 4un> —dupyg + un) (par définition de la suite (un), o)

= 2" (dupt1 — up — dupy1 + up)
0.

On a bien :

’pour tout n de N, wy41 — w, = 0.

e D’apres la question précédente, la suite (wy), oy est constante. On en déduit que, pour
tout n de N, on a :

wn:wozvl—Uo:21u1—20u0:2u1—u0:2><2—1:3.

On a bien :

pour tout n de N, w,, = 3.

Remarque : on peut aussi conclure a ’aide d’une récurrence.

b) e D’aprés la question précédente, on a, pour tout n de N, w, = 3 ce qui se réécrit
Upt1 — Up = 3.
Donc :

lla suite (vn), oy est arithmétique, de raison 3. ‘

e D’apres le point précédent, on a :

’pourtoutndeN, vn:nx3+vo:3n+20u0=3n+1.‘
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¢) Soit n un élément de N. D’aprés la question précédente, on a v,, = 3n+1. D’ou, pour tout n
de N (¢f définition de vy,) : 2"u, = 3n + 1.
On en déduit que :

3n—+1

pour tout n de N, on a : u, = on

Exercice 2:

1. Comme z # 1, on a f,(z) = Z T , et cette fonction polynome est dérivable d’ou

u — —(nt+1)2" (1-z)+(1-2 s nz" Tl —(n+1)z"
/() = kak 1_ (1_w)2( ) _ (1(_;;%) +1

2. (a) On pose pour tout k € [1,n], T, "Monsieur V. attend moins de 7 minutes son bus le jour k”
(b) Ag=TyN---NT, et par indépendance des retards journaliers, P(4qg) = P(T1)--- P(T,,) = p"
(c) Pour k € [1,n], Ay =T1N---NTp_y NT}, dott (par indépendance), P(Ay) = p*~1 (1 —p).

n n n n—1
(d) Relation de Chasles : " P(Ay) = P(Ag) + Y P(4) = p"+ L 1 -p) =p+ (1 -p) X p" =
k=0 k=1 k=1 k=0

p"+(1 —p)% =p"+1-p" =1 On aurait aussi pu justifier que (Az)refo,n) forme un s.c.e.

(e) bornes! ST kP(Ay) =0+ Y kp*t(1-p)=(1-p) Y kpF 1 -0= %ﬁ)pm d’apres le liminaire.

k=0 k=1 k=0
3.(a) On introduit pour tout n € N*; B,, "Monsieur V. prend le bus le jour n”. Pour tout n € N*, (B F)
est un systeme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilités totales, p,+1 = P (Bp+1) =

P(B,)Ps, (Bnt1) + P(By)Py—(Bus1) = po X p+ (1 - pn)5. En effet, sachant qu'il a pris le bus le jour n
(A;), il prend le bus le jour n+ 1, si le bus a eu un retard inférieur & 7 minutes, événement de probabilité p.
d'ott Py (Apt1) = p. Et, sachant qu'il a pris le métro le jour n, il a une chance sur deux de prendre le bus
le jour n + 1 d'ott Pg—(Bp11) = 1. On obtient p,1 = (p— 3) pu + 3.

(b) On reconnait une suite arithmético-géométrique, et on remarque p; = 1 car le premier jour, il prend le bus.
Ora=(p-3)ati e (B-pa=iea=5 3/2.
On sait que la suite u définie pour tout n € N* par u,, = p, —a est géométrique de raison p—1/2 et de premier
terme u; =p; —a=1-adot¥n € N, u, =p, —a=(1-a)(p— )" dotip, = (1-a)(p- )" +a.
1

Comme ’p - %’ = 0.3 < 1 alors (p — i)n_l — 0Oetdoncp, — . Lasuite est convergente.
n—+00 n—+00

(c) if (t==1) :ila pris le bus le jour d’avant. if rand() < 0.8 , le bus n’a pas eu de retard, et donc il prend
le bus le jour suivant : k=k+1 (et t est inchangé). Sinon, il prend le métro le jour suivant : k est alors inchangé
mais il faut mettre t a 0 : t=0.

Sinon il a pris le métro le jour d’avant, il a alors une chance sur deux de choisir le bus. elseif rand()<1/2
alors il prend le bus : k=k+1 et il faut mettre t =1; sinon rien a changer. La fonction renvoie y=k.
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Exercice 3:
Partie I
_1 1 1
LA=LJ-n=17-11

2. () On trouve J? = 4J. Puis par récurrence : k=1, 4*~1J =1 x J = J.
Puis, si on a J* = 4F1J alors JF = JF x J = 4F 1] x J = 412 = 4=1 x 4] = 4% J. Conclure.

(b) D'aprés la formule du bindme de Newton, 1;—11 (P4 (-1 = ik_l(ZW(—l)”‘k

= i[kEO(Z)Ax’“(—l)""“ = (41" = 4 -1 = (1) = 53" = (<1)").

(c) ** VuT'enchainement des questions, la méthode la plus "naturelle” était la méthode via le binome de Newton :
maintenant, comme le résultat est dans la question, rien n empéche le raisonnement par récurrence.
Rédaction Binome de Newton : comme I et J commutent, A" = ((3.J) - 51)" = (3)"(J - I)"
= (3" kE( JIE=0E = (g)" kZ_: (i) 75 (=1 = (3)”{k§(k)4k_1J(— J'=F 4 (§)7°(=1)"] puisque la
relation du 2.(a) n'est vraie que pour k > 1.

Dot A" = (5)"[1(8" = (=1)") + (=1)"T) = (1 = (=5)")T + (=5)"1.

Rédaction par récurrence :

Heredite si A" = (- )”I+ (1= (=3)")J, Alors A = Ax A" = 3(J - I)((- )"I+ (1= (=3)"))
[( )"J+ 1 —(—*) JP=(=5) =5 (1=(=3)") ] = 3[(5)" J+(1-(- 3)")J - ) 1(1=(=3)")]
[J—f( —( 3" )J] (=5 =T[5 - 1(=3)" ] + (- )"“Idou le resul fat ..

Partie 2.
1. A linstant 1, le mobile se positionne sur I'un des 4 sommets avec équiprobabilité donc a; = by =¢; = dy = §
2. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e., {4, By, Cy, Dy},
an+1 P(AnJrl) P(A)Pa, (Ans1) + P(Bn) P, (Ans1) + P(Co) e, (Ans1) + P(Dy) Pp, (Any1) = an X 0+
bu X 5+ X 5+ d X 3.
De meme bn+1 = an +O+ st t dn, Cotl = an + b +0+ d et dpy1 = %(an + b, + ) +0. I reste a
faire le produit matrl(:le AXn pour retomber sur Xn+1

3. (Xn)n>1 est une suite géométrique de matrices de raison A et de premier terme X, donc pour tout n > 1,
X, = A1X 1.

4. Tl reste alors & utiliser 'expression de A"~ obtenue au 2. (d) (en n — 1) puis faire le produit matriciel avec

X1 = pour obtenir les différentes probabilités.

1
4

—_ =

On trouve apres simplification a,, = 4[( 5" (1= (3)" 1) = 1! De méme, on a b, = ¢, =d,, = § (tout

se fait au hasard ... donc finalement a chaque instant, on est encore dans ce choix équiprobable ...)



