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Matrices & Probas
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Documents & Calculatrices Interdits

EXERCICE 1

- . . Partie I : calcul matriciel
On considere les matrices suivantoes ;

1 20 1 2 1 1 1
M=1|131]. P=|2 0 1 g Q= 9 -9 3
3 0 4 3 -1 =3 -2 4 =2

L. Calculer PQ.
En déduire que P est inversible ot préeiser la matrice P~1,

1 1 2
2. Montrer que [ 2 |, 0 et 1 sont trois vecteurs propres de M, et préciser a quelles
3 -1 -3

valeurs propres ils sont associés.
- T ; . 1
3. En déduire une matrice diagonale D (a préciser) telle que M = EPDQ.

4. Etablir que pour tout entier naturel n, on a :

M™ = ~PD"Q.

(=20 N

5. Justifier que la premiere colonne de la matrice M™ est :

5 _ on+2 +9
_ 2(511 _ 271)

3(571 S 211-}»1) -9
Partie II : étude de P’entrainement d’un athléte au triathlon

Les trois sports du triathlon sont : la natation, le cyclisme et la course & pied.
Un athlete déeide de pratiquer un sport par jour pour s'entrainer au triathlon. Il commence son entrai-
nement par la natation, au jour 0.
Son entrainement obéit ensuite aux rogles suivantes (valables pour tout entier naturel n) :
e si lathlete a pratiqué la natation le jour n, alors il pratiquera au jour n + 1 :
la natation avec probabilité 1/5
- le cyclisme avee probabilité 1/5
la course a pied avee probabilité 3/5
e si athlete a pratiqué le cyclisme le jour n, alors il pratiquera au jour n 4 1 :
la natation avec probabilité 2/5
le cyclisme avee probabilité 3/5

e si athlete a pratiqué la course a pied le jour n, alors il pratiquera au jour n + 1 :

le cyclisme avee probabilité | /5
— la course A pied avee probabilit¢ 4/5 @
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Pour tout entier naturel n, on désigne par :
o A, I'événement « I'athlete s’entraine a la natation le jour n » et par a, la probabilité de A,,.
e B, I'événement « ’athlete s’entraine au cyclisme le jour n » et par b, la probabilité de B,.
e C, I'événement « l'athléete s’entraine 4 la course a pied le jour n » et par ¢, la probabilité de -
1. Que valent ayg, by, co, a;, by et ¢, 7
2. A l'aide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier naturel n on a :
1 2
Upy1 = '5'(111 + gbﬂ-

Exprimer de méme les probabilités b, et c,41 en fonction des probabilités a,. b, et c,.

3. Déterminer alors la matrice A telle que, pour tout entier naturel n :

Ap41 Qp
bn+l =A bn
Cntl Cn

et exprimer A en fonction de la matrice M de la partie 1.
4. Etablir que pour tout entier naturel n:

U, 1 1
b, = 5—;M 1 0
Cn 0

5. En déduire alors I’expression de a,, b, et ¢, en fonction de n pour tout entier naturel n.
6. Déterminer les limites des suites (a,), (bn) et (cn).

EXERCICE 2

Partie I : tirages dans une urne

Une urne U contient 1 boule noire et 3 boules blanches indiscernables au toucher.
1. On proceéde a 400 tirages successifs avec remise d’une boule dans Y. On appelle X la variable
aléatoire égale au nombre de fois ot la boule noire a ¢té piochée.
(a) Quelle est la loi de X7
On précisera X (§2) et P(X = k) pour tout k € X(Q).
(b) Donner la valeur de I'espérance de X notée E(X) et vérifier que la variance de X, notée V(X))
est égale & 75.
2. On procéde cette fois-ci dans ¢ a une suite de tirages avec remise d'une boule jusqu’'a obtenir la
boule noire. On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
(a) Quelle est la loi de Y7
On précisera Y () et P(Y = k) pour tout k € ¥ {52}
(b) Donner la valeur de E(Y') et vérifier que V(Y)=12.
3. Cette fois-ci, on pioche dans I'urne U successivement et sans remise les quatre boules. On note Z
le numéro du tirage auquel est apparue la boule noire.
(a) Quelle est la loi de Z? On précisera Z(§2) et P(Z = k) pour tout k € Z(9Q).

(b) Donner les valeurs de E(Z) et de V(Z).
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Partie II : tirages dans une urne choisie au hasard

L'urne i jours i i
o Uu co_n.tlent toujours 1 boule noire et 3 boules blanches indiscernables au toucher. L urne V contient
e 11es noires et 2 boules blanches indiscernables au toucher.
n lance iece équilibrée. Si 5 oté Pi i
o daul«li{ piece F:thbrge. Si elle retombe sur le coté Pile, on tire deux boules successivement et avec
S 11351 ; e§ si on o’btlent Face, on tire deux boules successivement et avec remise dans V.
, a variable aléatoire égale au nombre de fois ou 'on a pioché une boule noire.

1. Que vaut T(Q)?
2. Donner la loi de T.. On vérifiera que P(T'=1) = %
3. Calculer E(T). La variable aléatoire 7" suit-elle une loi binomiale ?

4. Sachant que I’événement [T = 1] est réalisé, est-il plus probable d’avoir obtenu Pile ou d’avoir
obtenu Face avec la piece ?

EXERCICE 3

On considére une urne U contenant deux boules blanches et une boule noire indiscernables au toucher,
ainsi qu'une urne V' contenant une boule blanche et trois boules noires, elles aussi indiscernables au
toucher. On effectue une suite de tirages d'une boule dans ces urnes en procédant comme suit :

e le premier tirage a lieu dans I'urne U;

e tous les tirages s’effectuent avec remise de la boule piochée dans 'urne dont elle provient;

e si 'on pioche une boule blanche lors d'un tirage, le tirage suivant a lieu dans I’autre urne;

e si I'on pioche une boule noire lors d'un tirage, le tirage suivant a lieu dans la méme urne.

Partie I - Etude de 'urne du n-iéme tirage

Pour tout entier n de N*, on note U, I'événement « le n-iéme tirage s’effectue dans 'urne U ».
Puisque le premier tirage a lieu dans I'urne U, I'événement U; est certain : P(U;) = 1.

1. Calculer P(Us,).
2. Donner les valeurs de Py, (Us) et de Py; (Us).
En déduire P(Us;).
3.(a) Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, que valent Py, (Upny,) et Py (Unta) ?
(b) En déduire que pour tout entier n de N* :
1 1

P(Unt1) = i T EP(UH)'
(c) Résoudre dans R I'équation d’inconnue o :
-l 4 1 o
*TiTn®

(d) Déterminer alors la valeur de P(U,) en fonction de n.

(e) Calculer lim P(U,).

n—-+oo
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Partie II - Etude du nombre de boules blanches
Pour tout entier naturel non nul n, on note Xn la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches
piochées au cours des n premiers tirages.
1. Déterminer la loi de X,.

2.(a) Donner les valeurs de :
Posa(X2=0), Pueg(Xa=1), Proy(Xa=1) et PBryoy(Xs =2)

(b) En déduire la loi de X,.
19

(c) Vérifier que E(X,) = s

4. Pour tout entier n de N*, déterminer X, Q).
Pour tout entier n de N* calculer P(X, = 0).

5. Soit n € N*, Expliquer pourquoi apres avoir obtenu au cours des n premiers tirages un nombre
pair de boules blanches, le tirage de la (n + 1)-iéme boule s'effectuera dans U.

On admettra de méme qu’aprés avoir obtenu au cours des n premiers tirages un nombre mmpair
de boules blanches, le tirage de la (n + 1)-iéme boule s’effectuera dans V.

6. A l'aide de la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout entier n de N* :

3 2
P(Xn+1=1)=zXP(Xn=1)+§XP(Xn=0) (Rl)

n

7. Pour tout entier n de N*, on pose u, = 3 X P(X, = 1)

Déduire du résultat (R;), que pour tout entier n de N* .

u —-u+8x 4\
n+1 — Un 9 9 .

8.(a) Montrer par récurrence que pour tout entier n de N* }

w30

(b) En déduire, pour tout entier n de N*, la valeur de P(X, = 1) en fonction de n.

(c) Déterminer lim P(X, = 1),
n—+00
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Partie Informatique a traiter séparément

Exercicel :
Partiel :
Q1.b / (Scilab) Ecrire les commandes Scilab permettant de :

* Affecter aux variables de votre choix, les valeurs des trois matrices M,P et Q, définues ci-

dessus ;

* Calculer le produit matriciel PQ ;

¢ Calculer l'inverse de P.
Partie I1
Q4: )
b/(Scilab) Compléter le programme Scilab ci-dessous qui doit, pour un entier naturel n donné par
l'utilisateur, calculer et afficher a, b, et c,.

MN=.......... //repésente la matrice M"
. H G ) .
disp(a,b,c)

Exercice3 :

Q7/
b. en se basant sur la relation de récurrence démontrée en haut, compléter le programme suivant, qui
a pour but de calculer la valeur de u, pour un entier n donné par l'utilisateur.

BONNE CHANCE



CORRIGE

EXERCICE 1

1 2
PQ=(2 0 1)

Ainsi, P est inversible et P~1 =

Partie I : calcul matriciel
6 0 0 1
—9 3 = 0 6 0 =6!3;*-P><(EQ)=IE
-2 4 00 6
1
E

1

2
2. o En notant X = ( 2 ).ona:XLFéﬂctﬁerl = ( 10) =5X.
3 15

Alnsi, Xy est un vecteur propre de M pour la valeur propre 5.

1 1
. Ennota.nth=( 0 )‘cna:XQ %UetM'X-3=( ] )=X2.

-1 -1
Alnsi, X2 est un vecteur propre de M pour la valeur propre 1.
2 4
lEnnotantX3=( 1 )1ona:X3§éUeti\fX3=( 2 )=2X3.
-3 —6

Ainsi, X3 est un vecteur propre de M pour la valeur propre 2.

3. La matrice M étant de taille 3 avec 3 valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. La matrice PP
comportant dans ses trois colonnes trois vecteurs propres associés i des valeurs propres distinctes, en

5 00
notant [ = ( 010 ) la matrice diagonale comportant les valeurs propres correspondantes dans le
a0 2

meéme ordre, on a done :

M =PDP'=PD (%Q) - %PDQ

1
4. Notons pour tout n € M, P(n) : « M™ = EPDRQ .
1
o Pour n =0, on a M" = I3 et également EPD'DQ = PI3P~' = I3, ainsi, P(0) est bien vraie.

e Soit n = [} fixé. Supposons que pour cet entier i, on ait P(n) vraie. Alors :
n+1 m 1 ut 1 1 n 1 1 41
M =M™ x M = EPD Q PDQ —PD EQP De) = EPD &

et amsi, P(n + 1) est vrale.
o Par récurrence, pour tout entier n = 0 la propriété P(n) est vrale.

5 0 0 0
5. La matrice IJ étant diagonale, on sait que : Yne M, D" = | 0 1 = 0 1 0 |.
00 o 0o 2"

0
0
2
1
Caleuler la premiére colonne de M™ revient 4 multiplier a droite par | 0 | . En écrivant done le produit,
]



et en caleulant successivement de droite 4 gauche les produits de matrices

1 1(1 1 2 00 1 1 1
Mﬂ(ﬂ)=§ 20 1)(0 1 D)(Q -9 3)(
0 V3 -1 -3 g o0 2 -2 4 -2
1(1 1 2)(5"0 1})(1)
==} 2 0 1 0 1 0 g
5\3 -1 -3 0o o 2= -2

f1 12 5m L -2iag
=2 0 1 0 |-z 26"-27
\3 -1 3/ \ 2t (5" +271) — 9

Partie II : étude de 'entrainement dun athléte au triathlon

1. L’athléte démarrant son entrainement par la natation au jour 0, on a donc ag = 1, bg =0, ey = 0.
Suivant les régles de Pentrainement, au jour 1, on a alors ay = 1/5, by = 1/5, ¢y = 3/5.

2. Soit n € M fixé. La famille (Ag, Bn, Cy) forme un systéme complet d’événements, et avee la formule des
probabilités totales :

ans1 = P(Ans1) = P(An N Apy1) + P(Ba N Apst) + P(Cp 0 Apyy)
= P(Ap) Py (Ant1) + P(Br) Py, (An+1) + P(CR) P, (Anst)
1 2
= —an+ by + 02 ey
5] 5

De méme, on caleule P{Byq) et P(Chyq) :

1 3 1
byi1 = P(Ap) Py, (Bryi) + P(By) P, (Bniy) + P(CR) Poy (Bny) = Fon + g'bn + £6n
et 3 4
ent1 = PAn)Pan(Cnir) + P(Bn) P (Cost) + P(Cn) Fon(Cntt) = gan + 0% bn + gen
3. On a done :

nt1 Log+ 2by +0x ey 1/5 2/5 0 an
i | = | Aot Bniden | = (15 35 15 )| b
Cnt1 Lan + 0% by + 2en 35 0 4/5 Cn

g
1/5 2/5 0 1 dnsl an
Ennotant A= | 1/5 3/5 1/5 | ==M,onadonchien:¥nel, | by | =4 b |.
3/5 0 4/5 ? Cnt1 en

an
4. Notons pour tout n € M, ¥, = ( Bn )

en
1 1

. Pourn=[],0nahien}’u=(ﬂ)=glgfﬂﬂ(ﬂ)_
0 0

1
e Soit n = 0 fixé, Supposons que pour cet entier i, on alt montré que : Y, = Bﬁrfrf“( 0 ) Alors :
1]

1 1 ! 1 L
Yo =AY, ==-M ML o | = M™L o
5 in o gn+l1 o




1
s Par récurrence, on a done bien que : Vo € M, ¥, = _ln Mm ( 0 )
2 0

1
5. Comme M™ ( ] ) correspond i la premiére colonne de M™, on a d'apres 1.5 :

0
iy 1 gn —ant? 4 g
by | = S5 2(5™ — 2m) .
£n : KT L Ry

On en déduit done que :

B — ot g 272
w- T -3 (3) :
2(5" -2 1 23"
= ‘5‘9(5)1
o o ME AT -0 1 (2Y" 31T
o 6 x 5" 2 \5 2\5) ~
1" p AN
6. Comme —1 < 1/5 < let -1 < 2/5 < 1, ona lm (—) =0 et lim (—) = (0. Un en dédumt
n—++oo | 5 n—+toa 4 5

finalement que :

1 1
hm ap, == lim ==
n—4oo " 67 n—)+mbn i i— o0

EXERCICE 2

Partie I : tirages dans une urne

1.(a) On reconnait icl une épreuve succes/échec qui se répete dans des conditions identiques et indé-

pendantes, la probabilité du succés étant a chagque épreuve de 1/4 (un succes étant de tirer la
boule noire). La variable X comptant le nombre de succes sur les 400 épreuves sumt donc une

loi binomiale 5 (401} %)

k 4 4

(b} L'espérance de X est alors 400 x % = 100 et la variance est 400 x i b % = 75,

On a done X(€) = [0,400] et : ¥k € X(2), P(X =k) = (4{10) (l)k (E)m 1,

2, (a) On est toujours dans le cadre d'une répétition d’épreuves succes/échec identiques et indépendantes,

la probabilité du succés étant a chaque épreuve de 1/4 (un succés étant de tirer la boule noire). La

variable ¥ déterminant le rang d’apparition du premier suceeés suit done une lol géométrique G (1) .

k—1
Onadone Y{(Q)=M*et:VEcW* PY=E§ = (%) (i)

1
(b) L'espérance de ¥ est alors + = 4 et la variance est —— = 12.

1 [a’)



3. (a) 51 on tire les boules sans remise, £ ne peut prendre que les valeurs 1,2, 3,4 :

| Z(2) = {1,2,3,4}|

Notonrs By (respectivement Np) « le k-ieme tirage donne une boule blanche (resp. noire) =».

o P(Z=1)=P[Ny)

-5
) 3 1 1
o P(Z=2) = P(BinNo) = P(B))Py,(No) = 3 x 5= 1
) 3 2 1 1
e P(Z=3) = P(BiNBy"\Ns) = P(By)Pa, (Bo) P (Na) = X 3 % 5 = 5
-etnécessairementP{Z=4)=l—P(Z=1}|—P{Z=2j—P{Z=3}=%.

Alns1 Z suit une loi uniforme sur Uensemble {1,2,3,4}.

2_
(b) L'espérance de & est donc 1+4 _2 et la variance est £ = E

2 2 12 4

Partie II : tirages dans une urne choisie au hasard

1. Sur les deux tirages effectués on peut avoir tiré ), 1 ou 2 fois la boule noire. Ainst T(00) = {0,1,2}.

2. Notons F I'événement « la pitce donne Face set F I'événement « la piece donne Pile ». Alors :

2 2
P(T = 0) = P(F)Py(By 1 By) + P(F)P{By N Ba) =  x (%) +% . (%) _ %

bz

2 2
P(T = 2) = P(F)Pr(N; N N3) + P(F)P={N, 1 Ng) = % x (%) +% X G) - :—g

On en déduit que :

13 5 14 7
P[T=1:|=1_PET=D}_P[T=2)=1_ﬁ_ﬁ=ﬁ=ﬁ

T .,5_12_3
16 3216 47

51 7" sutvait une lod binomiale Bin, p), on aurait alors nécessairement n = 2 (vu 7)), E(T) = 2p, done

4
3. E(T)=Y_kP(T=k)=P(T =1) +2P(T = 2) =
k=0

p = = Mais alors on devrait avoir P(T = 2) = p?, ce qui n'est pas le cas ici. Done T ne snit pas une loi
binomiale.

4. Remarquons que s1 F' se réalise, alors la lol de T est binomiale de paramétres (2,1/2). On a done par

exemple 1 ]
AWALSNA! 11
Pe(T =1) = Y (=) —2xmw-
v -0-(1)(3) (3) ~2%372

Dione :

_ 4 3
t d déduit que Pp_yy(F) =1- = = =.
= Onc On en me que r]"'_1]|: j 7 7

Finalement, s1 [T" = 1] est réali=é, il est plus probable d'avoir obtenu Face avec la piece.



EXERCICE 3

Partie I - Etude de I’'urne du n-itme tirage

1

1. Uj se réalise si, au cours du premier tirage, on a tiré (dans 'urne U) une boule noire, donc P(Us) = 3
1
2. Sachant Us, on fait des tirages dans I'urne U, donc : Py, (Us) = 3"

— 1
Sachant Us, on fait des tirages dans 'urne V' : Py—(Us) = T

Comme (Us, Uy) forme un systeme complet d’événements, on a d’apres la formule des probabilités totales :

_ S 11 12 )
P(U3) = P(UQ NUs3)+ P(UaN U3> = P(UQ)PUQ(US) + P(UQ)P@(U?)) = 33 + 13 = 3
1
3. (a) Sachant U, on fait des tirages dans I'urne U, donc : Py, (U,41) = 3
— 1
Sachant Uy, on fait des tirages dans I'urne V' : Py—(Up41) = 1
(b) Comme (U,,U,) forme un systéme complet d’événements, on a d’apres la formule des probabilités
totales :
P(Un+1) = P(Un) Py, (Uns1) + P(ﬁn)Pﬁn(Un+l)
1 1
=-PU, -(1-P(U,
LP(U) + 10— P(U)
1 1
-~ 4 — P,
+ G (Un)
(c) —1+i PRI AU &
T TR T R T T YT

1
(d) La suite (P(Un) — ) est géométrique de raison 3 On en déduit que :

3 1\ 3 38 /1\"!
* n) = — — P -l =4 — (=
vn €N P(U) = 7+ (12) < () 11) T (12)

1 1\ 3
(e) Puisque —1 < T 1, on a nETm <12> =0, donc ngr}rloo PU,) = e

Partie II - Etude du nombre de boules blanches



1. On a X;(Q) = {0,1}, et puisqu’on fait un tirage dans I'urne U au premier tirage, on a :

1 2
=3 et Phi=1)=3

X1 suit donc une loi de Bernoulli de parametre 2/3.

P(X, =0)

2. (a) Sachant [X; = 0], on fait le deuxieme tirage dans I'urne U, donc :

1 2
Px, —g(X2=0) = 3 et Px,—qX2=1)= 3
Sachant [X; = 1], on fait le deuxiéme tirage dans l'urne V', donc :
3 1
Px,=j(X2=1) = 1 ¢ = (X2=2)= 1
(b) On a X2(02) ={0,1,2}. -
° P(X2 = O) = P([Xl = 0] N [XQ = 0]) = P(Xl = O)P[X1:O](X2 = O) = gg = §
21 1
° P(X2 = 2) = P([Xl = 1] N [XQ = 2]) = P(X1 = 1)P[X1:1](X2 = 2) = gi = 6
1 1 13
déduit PXo=1)=1—-——-=—.
e On en déduit que P(Xo =1) 5 6" 18
13 2 19
3.
else
res1=0

tirage2=grand(1,1,’uin’,1,3)
if tirage2<3 then res2=1
else res2= 0
end

end

4. Pour tout n > 1, X,,(Q) = [0,n]. En effet, il est possible de n’avoir tiré que des boules noires, ou que
des boules blanches, et toutes les situations intermédiaires sont possibles.
[X, = 0] se réalise si et seulement si on obtient n fois de suite une boule noire (donc toujours dans 'urne
U), donc par probabilités composées on en déduit que :

5. A chaque tirage d’une boule blanche, on change d’urne. Si on a changé un nombre pair de fois d’urne,
alors la (n + 1)-ieme boule est bien tirée dans 'urne U.

6. En utilisant le SCE ([X;, = k])xe[o,n], on a :

P(Xpp1=1) = P(X, = k) Px,— (Xns1 = 1)
k=0
= P(X,, = 0)Px,—0/(Xnt+1 = 1) + P(X;, = 1) Px,=1](Xn+1 = 1) (les autres probas conditionnnel
3

2
—ZP(X,=0)+°P(X, =1



En effet, si [X,, = 0] est réalisé, le (n + 1)-ieme tirage se fait dans l'urne U, donc Pix, —g)(Xnt1 = 1) = 2
(proba de tirer une boule blanche dans U). De méme, si [X,, = 1] est réalisé, le (n + 1)-iéme tirage se
fait dans I'urne V', donc Px, —1)(Xp41 = 1) = 3 (proba de tirer une boule noire dans V).

7. Pour tout n > 1,

N
T
=

P(Xpp1 =1)

<
3
T
L

Il

" <2P(Xn —0)+ %P(Xn _ 1))

e 37 )

I I
AN TN N

Wk Wk Wik

N— " N

4 2 8
8.(a) e Onau 3 (X1=1) X3=3

QO A~

e Soit n > 1. Supposons que u, =

S (A IS (Y LAY 28y 4\
U1 =t T9l9) T 5 9 olo) 75 9
. . 8 4\"
e Par récurrence, on a donc bien que : Vn > 1,u, = 5 11— = .

(b) On a done : P(X, = 1) = (i)nun - g (i)n - Z (;)n

3 1
(¢) Comme —1 < — <1let0< - <1, onendéduit que lim P(X,=1)=0.
4 3 n—-o0

| 0o
7N
[
|
1l 0o

O i~
~
3
~_
=
@]
=
9]



