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EXERCICE 3

Partie I - Étude de l’urne du n-ième tirage

1. U2 se réalise si, au cours du premier tirage, on a tiré (dans l’urne U) une boule noire, donc P (U2) =
1

3
.

2. Sachant U2, on fait des tirages dans l’urne U , donc : P
U2(U3) =

1

3
.

Sachant U2, on fait des tirages dans l’urne V : P
U2
(U3) =

1

4
.

Comme (U2, U2) forme un système complet d’événements, on a d’après la formule des probabilités totales :

P (U3) = P (U2 \ U3) + P (U2 \ U3) = P (U2)PU2(U3) + P (U2)P
U2
(U3) =

1

3
.

1

3
+

1

4
.

2

3
=

5

18

3. (a) Sachant U
n

, on fait des tirages dans l’urne U , donc : P
Un(Un+1) =

1

3
.

Sachant U
n

, on fait des tirages dans l’urne V : P
Un

(U
n+1) =

1

4
.

(b) Comme (U
n

, U

n

) forme un système complet d’événements, on a d’après la formule des probabilités
totales :

P (U
n+1) = P (U

n

)P
Un(Un+1) + P (U

n

)P
Un

(U
n+1)

=
1

3
P (U

n

) +
1

4
(1� P (U

n

))

=
1

4
+

1

12
P (U

n

)

(c) ↵ =
1

4
+

1

12
↵ () 11

12
↵ =

1

4
() ↵ =

3

11
.

(d) La suite

✓
P (U

n

)� 3

11

◆
est géométrique de raison

1

12
. On en déduit que :

8n 2 N⇤
, P (U

n

) =
3

11
+

✓
1

12

◆
n�1✓

P (U1)�
3

11

◆
=

3

11
+

8

11

✓
1

12

◆
n�1

(e) Puisque �1 <

1

12
< 1, on a lim

n!+1

✓
1

12

◆
n�1

= 0, donc lim
n!+1

P (U
n

) =
3

11
.

Partie II - Étude du nombre de boules blanches



1. On a X1(⌦) = {0, 1}, et puisqu’on fait un tirage dans l’urne U au premier tirage, on a :

P (X1 = 0) =
1

3
, et P (X1 = 1) =

2

3

X1 suit donc une loi de Bernoulli de paramètre 2/3.

2. (a) Sachant [X1 = 0], on fait le deuxième tirage dans l’urne U , donc :

P[X1=0](X2 = 0) =
1

3
et P[X1=0](X2 = 1) =

2

3

Sachant [X1 = 1], on fait le deuxième tirage dans l’urne V , donc :

P[X1=1](X2 = 1) =
3

4
et P[X1=1](X2 = 2) =

1

4

(b) On a X2(⌦) = {0, 1, 2}.
• P (X2 = 0) = P ([X1 = 0] \ [X2 = 0]) = P (X1 = 0)P[X1=0](X2 = 0) =

1

3
.

1

3
=

1

9

• P (X2 = 2) = P ([X1 = 1] \ [X2 = 2]) = P (X1 = 1)P[X1=1](X2 = 2) =
2

3
.

1

4
=

1

6

• On en déduit que P (X2 = 1) = 1� 1

9
� 1

6
=

13

18
.

(c) E(X2) = 0.P (X2 = 0) + 1.P (X2 = 1) + 2.P (X2 = 2) =
13

18
+

2

6
=

19

18
.

3.
else

res1=0

tirage2=grand(1,1,’uin’ ,1,3)

if tirage2 <3 then res2=1

else res2= 0

end

end

4. Pour tout n > 1, X
n

(⌦) = J0, nK. En e↵et, il est possible de n’avoir tiré que des boules noires, ou que
des boules blanches, et toutes les situations intermédiaires sont possibles.

[X
n

= 0] se réalise si et seulement si on obtient n fois de suite une boule noire (donc toujours dans l’urne
U), donc par probabilités composées on en déduit que :

P (X
n

= 0) =

✓
1

3

◆
n

5. A chaque tirage d’une boule blanche, on change d’urne. Si on a changé un nombre pair de fois d’urne,
alors la (n+ 1)-ième boule est bien tirée dans l’urne U .

6. En utilisant le SCE ([X
n

= k])
k2J0,nK, on a :

P (X
n+1 = 1) =

nX

k=0

P (X
n

= k)P[Xn=k](Xn+1 = 1)

= P (X
n

= 0)P[Xn=0](Xn+1 = 1) + P (X
n

= 1)P[Xn=1](Xn+1 = 1) (les autres probas conditionnnelles sont nulles)

=
2

3
P (X

n

= 0) +
3

4
P (X

n

= 1)



En e↵et, si [X
n

= 0] est réalisé, le (n+1)-ième tirage se fait dans l’urne U , donc P[Xn=0](Xn+1 = 1) = 2
3

(proba de tirer une boule blanche dans U). De même, si [X
n

= 1] est réalisé, le (n + 1)-ième tirage se
fait dans l’urne V , donc P[Xn=1](Xn+1 = 1) = 3

4 (proba de tirer une boule noire dans V ).

7. Pour tout n > 1,

u

n+1 =

✓
4

3

◆
n+1

P (X
n+1 = 1)

=

✓
4

3

◆
n+1✓2

3
P (X

n

= 0) +
3

4
P (X

n

= 1)

◆

=

✓
4

3

◆
n

P (X
n

= 1) +
2

3

✓
4

3

◆
n+1✓1

3

◆
n

= u

n

+
8

9

✓
4

9

◆
n

8. (a) • On a u1 =
4

3
P (X1 = 1) =

4

3
⇥ 2

3
=

8

9
=

8

5

✓
1� 4

9

◆
.

• Soit n > 1. Supposons que u

n

=
8

5

✓
1�

✓
4

9

◆
n

◆
. Alors :

u

n+1 = u

n

+
8

9

✓
4

9

◆
n

=
8

5

✓
1�

✓
4

9

◆
n

◆
+

8

9

✓
4

9

◆
n

=
8

5

 
1�

✓
4

9

◆
n+1
!

• Par récurrence, on a donc bien que : 8n > 1, u
n

=
8

5

✓
1�

✓
4

9

◆
n

◆
.

(b) On a donc : P (X
n

= 1) =

✓
3

4

◆
n

u

n

=
8

5

✓
3

4

◆
n

� 8

4

✓
1

3

◆
n

.

(c) Comme �1 <

3

4
< 1 et 0 <

1

3
< 1, on en déduit que lim

n!+1
P (X

n

= 1) = 0.


