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DS N°8
Espaces Vectoriels

Séries Numériques

Spécial Confinement

Durée : 2 heures
Partie |

EXERCICE 1.

Soit f la fonction définie par f(x) = In(Inx).
1. Donner le domaine de définition de f et vérifier que f' est décroissante sur [2; 4co[.

2a. Montrer que pour tout entier k > 2 on a

1
— <
fle+ D= f) S
2b. Montrer que pour tout entiern > 2 on a

n
1
- > —
kiz Tk > In(In(n + 1)) = In(In 2)

;g ;. o 1
2¢. En déduire la nature de la série de terme général e

EXERCICE 2.

1. Etudier la nature des séries suivantes

1
_Jn Z n+
Ze et 2+ B0+ 1)
n2

nz0

2. Prouver que la série suivante converge et déterminer sa somme :

nz0
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Partie I
EXERCICE 3.

Soit f I"application linéaire de R3 dans R® qui & un vecteur u = (x, y, z) associe le vecteur

fw)=(-x-2y,x+2y,x+y+z2).

2. Déterminer une base de Ker(f) puis une base de Im(f).
3. Prouver que f est un projecteur et en déterminer les éléments caractéristiques.
4. Prouver que Ker(f) @ Im(f) = R®.

5. Soit g le projecteur associé & f. Déterminer les coordonnées du vecteur g(u) ot u = (x,y,2).

EXERCICE 4

Onnote E = Ry[X] I'espace vectoriel polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
Soit f 'application définie sur E qui associe & tout polynome P € E, le polyndme f (P) défini par ;

f(P)(X) = =3XP(X) + X*P'(X), ol P'estla dérivée du polynome P

1b. Montrer que f est un endomorphisme de E.
Le. Préciser le noyau Kerf de f ainsi qu'une base de Kerf.

1f. Déterminer 1’image Imf de f.
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CORRIGE EXERCICE 1

‘

Soit f la fonction définie par f(x) = In(In x).

1. Donner le domaine de définition de f et vérifier que f' est décroissante sur [2; +oo].

e f est définie Iorsque {lx >>00 Sx>1
1/ Inx+1
e f'(x)= lnz 5 etdonc f'(x) = (xnli 7 < 0 lorsque x > 2 puisqu’alors,Inx +1>1In2+1>0

2a. Montrer que pour toutentier k = 2ona f(k+ 1) — f(k) < e

Appliquons I’inégalité des accroissements finis a la fonction f sur I’intervalle [k; k + 1] € [2; 4o pour k = 2 :
e Lafonction f est continue sur [k ; k + 1], dérivable sur |k ; k + 1|
e Parailleurs, f' étant décroissante sur [k; k + 1] < [2; +oo[, elle vérifie
Vx€lk;k+1], 0<f'(k+1)<f'(x)<f'(k)

cad,
1
. ! < _
Vx € [k; k + 1], 0<f(x)_klnk

On obtient alors le résultat par 1’inégalité des accroissements finis.

2b. Montrer que pour tout entiern > 2 ona Y- 27 2 In(In(n + 1)) — In(In 2).
Sommons I’inégalité¢ 2cde k = 2 a k = n, il Vlent
n

D fle+ - £ <
k=2

n

k=2
Par téléscopage, on trouve alors :

1 n
fln+1) - f(2) < T In(In(n +1)) ~In(In 2) < kZZ kink

2c. En déduire la nature de la série de terme général ﬁ . Par composition, lim In(In(n + 1)) — In(In2) = 4o

SO - o Lz 1 .
,donc par théoreme de comparaison la série terme général PE diverge.

CORRIGE EXERCICE 2

‘

5 n+1
n20 7n241)(3n+1)

. , _ ;- . 1
e Par croissance comparée, n2 x eV® — 0 donc eV = o (ﬁ) : or la série de Riemann ¥, — converge

1. Etudier la nature des séries suivantes ¥.,,-o e~Vn et

donc par critére de comparaison sur les séries de terme général positif, on peut affirmer que 3,5, e ~V"
converge et donc que Zn>0 e~V converge (la nature d’ une série ne dépend par d’un nombre fini de termes).

n+1
e Ona e e O la série de Riemann Zn>1 — converge donc par critére d’équivalence sur les
n+1

séries de terme général positif, on peut affirmer que Z,mm converge et donc que

n+1

2n=0 GrriDGnrn Converge.
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2. Prouver que la série suivante converge et déterminer sa somme : Y,,-on%e ™. Ona
1 n 1 n 1 n 1 2 1 n-2 1 1 n—-1
n?e ™ =n? (—) =n(n—1) (—) +n (—) = (—) n(n—1) (—) +=xn (—)
e e e e e e e
an by

1 ;s ;. , . ;e s .
Oro< -< 1 donc a,, et b,, sont les termes généraux de series géométriques derivée convergentes (respectivement

séries géométriques dérivée d’ordre 2 et d’ordre 1).
Par combinaison linéaire, n?e~™ est le terme général d’une série convergente.
Sa somme est par ailleurs :

< 1\ O A B N 2 11
S () S B e e
e e e e e 1 e 1
n=0 n=0 n=0 (1 — _) (1 _ _)
e e

CORRIGE EXERCICE 3

Soit f I'application linéaire de R? dans R? qui & un vecteur u = (x, y, z) associe le vecteur

fw)=(x—-2y,x+2y,x+y+2z).

2. Déterminer une base de Ker(f) puis une base de Im(f).

o flw=0e {x _}J_cy=+—223; 0® {xy=:—§y o u=y(-211):Ker(f) = vect((—Z,l,l)).

e Lethéoréme du rang assure que f est de rang 2 ; comme les vecteurs f(e;) et f(e,) sont sont dans Im(f) et ne sont
pas colinéaires (cf matrice), on a

m(f) = vect((-1,1,1),(0,0,1) ).

3. Prouver que f est un projecteur et en déterminer les éléments caractéristiques. A% = -+ = A donc f est un projecteur. C’est
le projecteur sur Im(f) = vect((—l,l,l) ,(0,0,1) ) parallelement a Ker(f) = vect((—Z,l,l)).

4. Prouver que Ker(f) @ Im(f) = R®. C'est un résultat du cours puisque f est un projecteur ! Retrouvons-le :

o Soitu € Ker(f)nIm(f):ueIm(f)doncaveEE | u=f(v).
Alors, comme u € Ker(f) ona f(u) = 0 et donc /?(v) = 0.
Mais comme f est un projecteur, f?(v) = f(v) et par conséquent f(v) = u = 0.
On a donc bien Ker(f) n Im(f) = {0}.

e Prouvons que Ker(f) @ Im(f) = R3.
Pourtoutu € R3:u =u — f(u) + f(u) : évidemment, w € Im(f).

Vérifions que v € Ker(f) :}1‘](17) = f(‘;i) —f2u) = f(w) — f(u) = 0.

On a donc bien décomposé tout élément de E en somme de deux éléments de Ker(f) et de Im(f).
5. Soit g le projecteur associé a f. Déterminer les coordonnées du vecteur g(u) ot u = (x,y, z).

f et g étant deux projecteurs associés, ona f + g = id donc g = id — f. Autrement dit,

g((x,y,z)) =0,y,2)—(—x—-2y,x+2y,x+y+2)=2x+2y,—x—y,—x—Yy)

2 2 0

Remarque : on pourrait aussi passer par la matrice de g, donnéeparB=1—A = (—1 -1 0), ce qui correspond a
-1 -1 0

I’égalité précédente.
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CORRIGE EXERCICE 4

1. (a)
(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

(b)

dimb = 4.
e Soit P eFet Ak

FOP+Q)=—-3X(AP+ Q)+ X2(AP+ Q) = M(—3XP + X?P") + (-3XQ + X2Q") = M(P) + f(Q),

donc f est linéaire.
o Soit P=aX?®+bX?+cX +de E. Alors

f(P)=—-3X(aX®+bX% +eX +d) + X?(3aX? + 26X +¢) = —bX® — 2¢X? —3dX € F,

donc f est bien un endomorphisme de E.
Ona f(1) = —3X, f(X)=-2X2 f(X?)=-X%et f(X3) =0, done

0 0 0 o0
M = Maty x xa.xay(f) = Mat (s xxaxa(£(1), f(X), F(X2), f(x%) = [ _“2 g g
0 0 -1 0

o M est triangulaire inférienre avec des zéros sur la diagonale, done non-inversible.

o Comme M est triangnlaire, ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale, done Sp{M) = {0}.

Si M était diagonalisable, il existerait alors P inversible telle que M = P.(01).P~! = 0... Or M # 0, done M n'est
pas diagonalisable.

e Una
0o 0 0 0 0 0 0 0
2 o000 s (o 000 o
M* = 6 00 ol M° = 0 00 0 et M —0,
0o 2 0 0 12 0 0 0

et, par suite, pour tout n > 4, M" = MM = oM = 0.

aX3+bX24+ X +de Kerf e f(aX3+bX2+cX +d) =08 —bX3—2cX2-3dX =0« b=c=d =0, donc
Kerf ={aX?%a e R} = Vect(X?).

La famille (X3) est libre (un seul polynéme, non nul) et génératrice de kerf, donc c’est une hase de kerf, qui est
donc de dimension 1.

Imf =Vect(f(1), fIX), fF(X?). F(X?)) = Veet(—3X,-2X2%, —X3,0) = Vect (X, X2, X3).

Soit (a,b,e,d) € B? tels que aP + bu(P) + cu?(P) + du?(P) = 0. (*)

Alors, en composant {*) par u3, on obtient aw®(P) + but(P) + cu®(P) + duf(P) = 0, ’est-a-dire au®(P) = 0 (ear
ut =0), et done a =0 (ear v*(P) # 0).

Puis, en composant (*) cette fois par u?, on obtient bu?(P) + eut(P) + du®(P) = 0, ¢’est-a-dire bu*(P) = 0 et
donc b= 0.

Ensuite, en composant (*) cette fois par u, on obtient cu®(P) + du*(P) = 0, c’est-i-dire cu®(P) = 0 et done ¢ = 0.
Enfin, (*) est devenue du®(P) = 0, et on a donc aussi d = 0.

La famille (P, u(P), u?(P),u(P)) est donc libre, et, comme elle est composée de 4 éléments dans un espace, £,
de dimension 4, ¢’est une base de E.

e Ona g(P) = P+ u(P)+ u2(P) + u3(P), g(u(P)) = u(P) + u?(P) + u*(P), g(u?(P)) = u?(P) + «*(P) et
g(u?(P)) = w*(P), done

T = Mat(py(p)2(p)us(r))(9) =

= e e
=]
[ el =]
= o oo

Comme T est triangulaire inférieure sans zéro sur la diagonale, T est inversible, done g est bijectif et, par suite,
g est hien u automorphisme de E.
e Via Gauss-Jordan (calculs sur la copie) ou en voyant T comme une matrice de changement de base, on obtient

1 0 0 0

1 -1 1 0 0

T = 0 _1 1 0 =1d- Mm‘.(p’u(p)_uz(p)_ua(p)){u).
0 0 -1 1
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done g=1 = I'd — u.
Rq : on aurait pu procéder complétement autrement en remarquant que

go(ld—u)=(Id+u+u*+u*)o(ld—u)=Id+u+v® +u®— (u+v* +u+u?)=Id—u* = Id,

et done directement que g est bijectif et g—' = Id — u.
(e} Pour tout @@ € kerw, on a u()) = 0, done (g — Id)(Q) = w(Q) + v2(Q) + w*(Q) = 0, done ) € ker{g — Id).
Par suite, on a keru C kerig — Id).
De plus, comme Mat pypyw2p)utp)lg — Id) = T — I est de rang 3, g — Id est de rang 3, donc d’aprés le

théoréme du rang, dim(ker(g — Id)) =4 —rglg—Id) =1.

o 0 0 0
De méme, comme Mat (u) = L 000 1 3 t d 3, d d'apres 1
' méme, Mat(pupy(pyecpn() = [ | o | st de rang 3, u est de rang 3, done daprés le
o 0 1 0

théoréme du rang, dim(keru) = 4 —rgiu) = 1.
Par suite, on a dim(keru) = dim(ker(g — 1d)) (et keru C ker{g — Id)), done

keru = ker(g — Id).

e ———————————————————————————
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