
On considère deux jetons J1 et J2 équilibrés (c'est-à-dire tels que chaque face a une chance sur deux d'apparaître
au cours d'un lancer).
Le jeton J1 possède une face numérotée 0 et une face numérotée 1.
Le jeton J2 possède deux faces numérotées 1.
Un joueur choisit au hasard un jeton puis e�ectue une série de lancers avec ce jeton.
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé qui modélise cette expérience. On note E l'événement � le jeton J1 est
choisi pour le jeu � et , pour tout entier naturel k non nul, Uk l'événement � le k-ème lancer fait apparaître une
face numéroté 1 �.

Partie I : étude de quelques variables aléatoires liées à cette épreuve.

1. a) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne une face portant le numéro 1 lors du premier lancer.

b) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne deux fois une face portant le numéro 1 lors des deux
premiers lancers.
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c) Dans cette question, on suppose que le joueur a obtenu deux fois une face portant le numéro 1 lors
des deux premiers lancers. Quelle est la probabilité qu'il ait joué avec le jeton J1 ?

Dans la suite, on considère la variable aléatoire X égale au rang d'apparition de la première face portant le
numéro 0 et on pose X = 0 si la face portant le numéro 0 n'apparaît jamais.
On considère également la variable aléatoire Y égale au rang d'apparition de la première face portant le numéro 1.

2. a) Décrire X(Ω).

b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, P (X = n) =
1

2n+1
.

c) En déduire que P (X = 0) =
1

2
. Ce résultat était-il prévisible ?

d) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

e) Soit T la variable aléatoire égale à X + 1. Déterminer la loi de T et reconnaître une loi usuelle.

En déduire V (T ) puis V (X).

3. a) Décrire Y (Ω).

b) Calculer P (Y = 1) puis pour tout entier n ≥ 2, P (Y = n).

c) Véri�er que Y est dé�nie presque sûrement (on fera attention au cas n = 1).

d) Montrer que Y admet une espérance puis déterminer E(Y ).

4. On dé�nit la variable aléatoire S sur (Ω,A, P ) par S = max(X,Y ). C'est à dire que S prend la valeur de
X si celle-ci est plus grande que la valeur de Y et que S prend la valeur de Y dans le cas contraire.

a) Justi�er que S(Ω) = N∗.

b) Montrer que P (S = 1) = P (X = 0) =
1

2
.

c) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Justi�er

P (S = n) = P ((X = n) ∩ (Y = n)) + P ((X = n) ∩ (Y < n)) + P ((Y = n) ∩ (X < n))

En déduire que P (S = n) = P (X = n) + P (Y = n).

d) Déterminer la loi de S.

5. On dé�nit la variable aléatoire I sur (Ω,A, P ) par I = min(X,Y ).

a) Montrer que I(Ω) = {0, 1}.
b) Déterminer P (I = 0) puis donner la loi de I, ainsi que son espérance.

Partie II : simulation des variables X et Y .
On rappelle que random(2) renvoie au hasard un entier de {0, 1}. On considère le programme :

VAR

jeton,lancer,X : integer ;

BEGIN

X := 0 ; jeton := random(2)+1 ;

IF (jeton=1) THEN

Begin

REPEAT

X := X+1 ;

lancer := random(2) ;

UNTIL (lancer=0) ;

End ;

WriteLn(X) ;

END.

1. Expliquer le fonctionnement du programme et déter-
miner quel est le contenu de la variable a�chée à la
�n.

2. Est-on certain que le nombre de passages dans la
boucle REPEAT ... UNTIL est �ni ?

3. Ecrire un programme Pascal qui donne la valeur de
la variable aléatoire Y .

Un mobile se déplace sur les points à coordonnées entières d'un axe d'origine O. Au départ, le mobile est à
l'origine.
Le mobile se déplace selon la règle suivante : s'il est sur le point d'abscisse k à l'instant n, alors, à l'instant
(n+ 1) il sera sur le point d'abscisse (k + 1) avec la probabilité 1

3 ou sur le point d'abscisse 0 avec la probabilité
2
3 .



Pour tout n de N, on note Xn l'abscisse du mobile à l'instant n et l'on a donc X0 = 0. On admet que pour tout
entier n, Xn est dé�nie sur un espace probabilisé (Ω,A, P ).

Par ailleurs, on note T l'instant auquel le mobile se trouve pour la première fois à l'origine (sans compter son
positionnement de départ).
Par exemle, si les abscisses successives du mobile après son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1 alors on a T = 1. Si les
abscisses successives sont : 1, 2, 3, 0, 0, 1 alors on a T = 4.
On admet que T est une variable aléatoire dé�nie sur (Ω,A, P ).

1. Faire un arbre qui représente les deux premiers mouvements du mobile.

2. a) Donner les lois de X1 et X2.

b) Déterminer la loi de T . Donner E(T ) et V (T ).

3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, Xn(Ω) = [[0, n]].

b) Pour tout n ∈ N∗, véri�er que PXn−1=k(Xn = 0) =
2

3
.

En utilisant le système complet d'événements {(Xn−1 = k), k ∈ [[0, n− 1]]}, en déduire la valeur de
P (Xn = 0).

4. a) Etablir que : ∀n ∈ N, ∀k ∈ [[1, n + 1]], P (Xn+1 = k) =
1

3
P (Xn = k − 1).

b) En déduire, par récurrence sur l'entier n, que :

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ [[0, n− 1]], P (Xn = k) =

(
1

3

)k

× 2

3

c) En déduire la valeur de P (Xn = n) pour tout n ∈ N∗. Donner une explication probabiliste de ce
dernier résultat.

5. On rappelle que random(3) renvoie au hasard un entier de [[0, 2]]. Complèter le programme suivant pour
qu'il simule l'expérience aléatoire étudiée et a�che la valeur prise par Xn pour une valeur de n entrée par
l'utilisateur.

VAR

k,n,u,X : integer ;

BEGIN

Randomize ; Read(n) ;

X := 0 ;

FOR k := 1 TO n DO

Begin

u := random(3) ;

IF ... THEN X := ... ELSE X := ... ;

End ;

Writeln(X) ;

END.

6. a) Montrer que : ∀n ≥ 2,

n−1∑
k=1

k

3k−1
=

3n − 2n− 1

4.3n−2
.

b) En déduire que E(Xn) =
1

2

(
1−

(
1

3

)n)
pour tout n ≥ 2.

Véri�er que la formule reste vraie pour n = 0 et n = 1.

7. a) Montrer, en utilisant 3.a) et le théorème de transfert que :

∀n ∈ N, E((Xn+1)2) =
1

3
(E((Xn)2) + 2E(Xn) + 1)

b) Pour tout entier naturel n, on pose : un = E((Xn)2) + (2n− 1)
1

2.3n
.

Montrer que : ∀n ∈ N, un+1 =
1

3
un +

2

3
.

c) En déduire l'expression de un, puis celle de E((Xn)2) en fonction de n.

d) Calculer en�n V (Xn).


