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Epreuve de Mathématiques et Informatique — Session 2020 — Filiére ECS CNAEM

Durée : 4 heures

* x x kK

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté & la rédaction et a
la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
rappeler avec précision les références des questions abordées. Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce
qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant
les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Remarques générales:

L’épreuve se compose trois problémes indépendants.

*x k Kk Kk %

Probléme 1

On rappelle que M3(R) est I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois et M;3 1(R) est 'ensemble des
matrices réelles a trois lignes et une colonne. Soit E un espace vectoriel sur R et 3 = (e1, €2, e3) une base de E.
Pour tous réels a et b, on considére I’endomorphisme f(, ) de I'espace vectoriel E' dont la matrice dans la base
0 est donnée par :

20+70 —2b 4b
M(a,b) = 12b 2a — 3b 8b
—6b 2b 2a — 3b

On pose F = {M(,p); (a,b) € R?}. On considére les matrices suivantes :

T =2 4 1 00 0 0 O
A= 12 -3 8 , I=10 10 et O=| 0 0 0
-6 2 =3 0 01 0 0 0

Partie 1
Diagonalisation de la matrice A

q{/l’ a) Montrer que F est un sous espace vectoriel de M3(R).
b) Veérifier que (I, A) est une base de F.

(, /9. On considére les vecteurs de E dans la base 3 suivants : e} = (1,2,-1), €5 = (—1,1,2) et e = (1,1, -1).

a) Vérifier que €] est un vecteur propre de I'endomorphisme f(g 1) associé a une valeur propre A; que

(3

I'on précisera.

Vv b) Verifier que €} et e} sont deux vecteurs propres de I'endomorphisme f(p,1) associés a une valeur propre

Ao que 'on précisera.
¥ 3. Posons 3/ = (€], €5, €5).
vV a‘)NVériﬁer que [’ est une base de E.
) Montrer que I’endomorphisme f(g 1) est diagonalisable.

L/ c) Déterminer P la matrice de passage de la base 3 a la base 5.
V Montrer qu’il existe une matrice diagonale notée D & préciser telle que A = PDP~ 1.

)
a) Montrer que pour tous réels a et b, il existe une matrice diagonale notée D(,p) & préciser telle
M(a,b) = PD(a’b)P'I.

= b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que M 4 soit inversible.

c¢) Montrer que, dans le cas ot M, ) est inversible, M(Zlb) = PD(a/,bf)P“1 out a’ et b’ sont & préciser
en fonction de a et de b.

5. On pose, pour tout réel a, M, = M4 q) €t Dy = D(q,q)-

a) Déterminer pour tout entier naturel n, M7 en fonction de P, D, et n, justifier votre réponse.
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b) i) Vérifier que P3 — P? — I = O et en déduire I'expression de la matrice e,
ii) En déduire pour tout entier naturel n, I'expression de Mg sous la forme d’un tableau en fonction
de a et n.

c) Déterminer, dans le cas ou M, est inversible, I'expression de MJI sous la forme d’un tableau en
fonction de a.

Partie 2
Application & un systéme de suites

On considére les suites (Tp)n, (Un)n €t (2n)n qui sont définies par les conditions initiales zg = 0, yo = 2 et

zo = 3 et pour tout entier naturel n,
9 1 L1
Tnitl = 4Tn — 3Yn + zn + 1
. i 3
Yn+1 = an — 2Yn + 2z, + 2

—3 1 1
Zn+1 = 5 Tn T 5Yn — 1%n

i Zn
On pose B = % et pour tout entier naturel n, X,, = | yn
0 Dy

1. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un réel ag a préciser, tel que X, 11 = My, X, + B.

3. On se propose de trouver la matrice colonne U de M3 1(R) telle que U = M,,U + B.
a) Vérifier que I — M,, = M(%_ao,,%).
b) En déduire que la matrice I — M,, est inversible et calculer son inverse.

¢) En déduire la valeur de la matrice colonne U.

4. a) Montrer que pour tout entier naturel n, Xp41 — U = M,, (X, — U).

b) En déduire par récurrence que pour tout entier naturel n, X, — U = (My,)"(Xo — U).

5. Déterminer pour tout entier naturel n, les expressions de z,, , yn et z,, en fonction de n, (on utilisera
I'expression de (M,)™ obtenue dans la question 5. b) ii) de la partie 1).

6. Montrer que les suites (Zn)n, (Yn)n €t (2,)n sont convergentes et déterminer la limite de chacune.

Probléme 2

Dans tout le probléme, a désigne un réel strictement positif et f, la fonction définie sur R par,

0 siz <0
fa(ﬂj) = 2¢ ==

2LeTa siz>0

On rappelle que f0+oo e dy = ¥,

Partie 1
Etude d’une variable aléatoire & densité

1. Montrer que f, est une densité de probabilité.
Par la suite, on considére la variable aléatoire notée X, admettant f, comme densité.

2. Déterminer la fonction de répartition Fx, de la variable aléatoire X,.
3. On considére la suite (uk)x>1 définie de la facon suivante, pour tout entier naturel non nul £,

uk:P( aln(k) < X, < \/m)

a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, Z up =1—
k=1

1
n+1
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