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Exercice f:— Le but de Cet exercice est de démontrer légalite Suivante
entier n > 1,

par deyg méthodes * pour tout,
» . 1 1 ()

e B \- *
Zm e

1. Montrer légalita (*) par récurrence,

2. (a) Trouver trois réels a,b, c tels que pour tout entier k -

1 _a+ b L
KE+DE+2) ~ kT ey k+2

(b) Retrouver alors I'égalite (%).

Exercice

o )
}— On pose pour tout k € N*, K DO NuS

L=

‘égalité suivante Par deuxr méthodes pour tout entier 4, > |
n \/m
Dur=1- T (%)
k=1 1=] (1 =t \/Z_)

L. Démontrer Pégalite (*+) pour n — L.
2. Premiere méthode - Montrer I'égalité (%*) par récurrence,
3. Deuzieme méthode -

(a)

Montrer que, pour tout entier k£ > 2,

(l+\/1;)uk=vlc—1-uk_1. (A)
(b) Soit un entier n > 9. Sommer 5 relation (A)
télescopage etr

pour % allant de 9 a n, faire apparaitre yp
etrouver la relatjop ().
(c) Conclure soigneusement.
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Exercice G

1. Pour tout entier n > 1, on pose A(n) :

n

1

“ 1 1 )
3 k(k+1)(k+2) ~ 17 2y 1)(n+2)

k=1

Initialisation :On a
n

1 1 1
== _ 1
;k(k+l)(k+2) Ix2x3 6

et

donc A(1) est vraje.

Héredité : Soit un entier n > 1. Supposons que A(n) est vraie. Alors

n+1

+

i} i 1 1
Z k) (k1) SkEFDE+2) Tt D+ D T3
1 1 1
T AT+ d) T mr DT 3)
_ l_ n+3 2
4 A D)) 2T DD m T3
_ 1_ n+1
4 2(n+1)(n+2)(n + 3)
1 1
T 1 2mtr)mrly

Ainsi A(n + 1) est vraie.
Bilan : Pour tout entier n > 1, A(n) est vraie. On a bien montré I'égalité (x) par récurrence.
2. (a) Soient (a,b,c) trois réels. Alors, pour tout k > 1, on trouve apres un petit calcul que

a b c k2(a+b+c)+k(3a+2b+c)+2a

Er it Kk+D)(k+2)

Ainsi, pour que ’égalité cherchée soit vérifiée, il suffit que le systéme suivant soit vérifié :

a+b+c = 0
3a+2b+c¢c = 0
2a = 1
Cela nous donne
1
a = 3 1
264+c¢c = —% i.e azi, b=-1¢et c=-.
b+c = =i

On a donc montré que, pour tout entier £ > 1, on a

1 _1<1__2_+_1_>
k(k+1)(k+2) 2\k k+1 k+2



(b) On obtient alors une somme télescopique :

e 1
ng(k+l)(k+2) —k

On a donc bien retrouvé 'égalité (x).

Exerciceﬂ*

1. D’une part

:
N =

M-

Uk —
1

>
Il

! f
\/_
D’autre part
V1! V1!

H1 L(1+ Vi) Sl 1 a1

Ainsi légalité (+x) est vraie pour n = 1.
9. Premiére méthode — Pour tout entier n > 1, posons A(n) :
R
= e e

=1—-

1
h

DN =

Initialisation : D’aprés la question 1., la proposition A(1) est vraie.
Heérédité : Soit n € N*. Supposons que A(n) est vraie. Alors

n+1

Zuk = iuk+un+1
k=1 k=1
Vn!
_m+un+1 selon A(n)
A, Ja
T +vh) | I+ VA)
_Vall+ VD) Vil

DN | =
M-
x| -

|
AR
x|

+

-}

H
DN | =
M-
b
g

e+ ve) I+ Vi)
vl = Val(1+ Vn +1)
[T+ Vo)
B Vnl-vn+1
Hn+1(1+\/')
nl(n+ 1)
15 (1+ V4)
e (n+1)!
[T+ Vi)

1=1




Ainsi A(n + 1) est vraie.
Bilan : pour tout n > 1, A(n) est vraie.
3. Deuxiéme méthode —

(a) Soit un entier k£ > 2. Alors

(1+\/E)uk - <1+ﬁ)1_#%’/5

(k—1)!
151+ V)
vk — 1\/(k - 2)!
IS (1 + Vi)
= Vv k—1- Uk—1 -
Remarque : comme k > 2 alors k — 1 > 1 et donc ux_; est bien défina.

(b) Soit un entier n > 2. Sommons la relation (A) pour k allant de 2 a n. On obtient alors

n n
Z(l + \//?)uk = Z\/k‘— 1-ugp_q
k=2 k=2
i.e., en développant a gauche et en faisant le changement d’indice [j = k — 1] a droite
n n n—1
S uet VE =3 Vi
k=2 k=2 j=1
On obtient donc
n n—1 n
Zuk :Z\/;'UJ—Z\//;'U/C:\/I'lH —\/ﬁ'un:ul —\/ﬁun
k=2 j=1 k=2
Ainsi o n r Jrl
= == Dy = Vg 2 1 = pee—————,
Zuh U1+Zuk 1 n Hi:1(1+\/z_)

(c) On a donc montré que, pour tout entier n > 2, la relation (xx) est vraie. Com@e elle est*vraie
aussi pour n = 1 d’aprés la premiére question, alors elle est vraie pour tout entier n € N*.




