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SIMULATION DS 2

Suites Numériques

Nombres Réels-Ensembles-Applications

Exercice 1

Pour (x,y) € (R, )%, on pose

et

1. Prouver que

2. Justifier que

di(x,y) = |x = |

x
dy(x,y) = x+1_3%

V(x,y) € (Ry), dy(x,y) =0 < x =}

V(x,y,2) € (Ry)’ dy(x,2) < dy(x,y) + dy(0, 2)

3. Prouver que

4. Existe-t-il un réel A tel que

Exercice 2

V(x,y) € (R,)?, dy(x,y) < dy(x,)

V(x,p) € (Ry)?, di(x,y) < Ady(x,y)
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Probleme 1

Soit F/ un ensemble non vide, pour toute partie A de F, on considere la fonction 1 4 définie par :

1y: B — {0,1}
. 1 si z€ 4
v 0 si 2¢ A

Cette fonction 14 est appelée fonction caractéristique de A. On notera dans la suite du probleme A = CgA le
complémentaire de A dans FE.

1. Tracer la fonction 14 dans le cas particulier ou £ =R et A = [—4,—1] U1, 5].
2. Expliciter les fonctions 1 et 1.
3. Démontrer les formules suivantes avec A et B des parties de F :

(a) 1% =1 4.

On rappelle que deux fonctions sont égales si et seulement si elles coincident en tous les éléments de E.
4. On définit la différence symétrique de deux parties A et B de E par : AAB=(AUB)\ (BNA).
(a) Montrer que : AAB = (A\ B)U (B\ A).
(b) Préciser AAE et AAD.
(c) Vérifier que AAB = (AN B)U (AN B). Comparer AAB et AAB.
(d) Montrer que 14ap = (14 — 15)%
)

(e) Soit A, B, C trois sous-ensembles de F, en utilisant la propriété démontrée a la question précédente et les
questions 3.(a) et 3.(c), montrer que (AAB)AC = AA(BAC).

5. On considere ’application suivante :

r. P() - F(E,{0,1})
A — ]lA

Montrer que I" est une bijection.

6. Soit F' un deuxiéme ensemble, B une partie de F' et f : E — F une application. Montrer que :

ﬂffl(B) :]lBOf
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Probléme 2

On fixe un réel X tel que 0 < A < 2, et on définit la fonction

f: R — R
x — Az(l—2x)

Ici, \ est une constante.
On considére une suite (uy,)nen définie par

1
Ug € :|0, 2:|
Vn €N, upir = f(un) = Aun(l —up).

Le but de ce probleme est d’étudier le comportement de cette suite pour différentes valeurs de A
et ug.

Partie 1 - Premier cas : 0 < A <1

On suppose, dans cette partie uniquement, que 0 < A < 1.
1. Démontrer que pour tout n € N, u, € [0,1].

2. Etude de la monotonie de (Un)nen.

3 .
(a) Un exemple : on suppose A = 7 Etudier la monotonie de (u,,),en dans ce cas.
(b) On revient & 0 < A < 1. Montrer que le résultat trouvé en 2.(a) se généralise.

3. En déduire que (uy,)nen converge vers un réel £.

3
4. (a) Déterminer ¢ dans le cas ou A = T
(b) Mountrer que le résultat se généralise a tout 0 < A < 1.

Partie 2 - Deuxiéme cas : 1 < X\ <2

1
On note m =1 — X et on suppose que 1 < A < 2.

5. (a) Donner le tableau de variation de f sur 'intervalle [0, 1].
On rappelle que X > 0.

1
(b) Montrer que f (m) =m et que 0 < m < 3
6. On suppose pour cette question que 0 < ug < m.
(a) Démontrer alors que pour tout n € N, 0 < u,, < m.
(b) En déduire que (u,)nen est croissante.

(c) Démontrer que (uy,)nen converge vers une limite que I'on précisera.

. Démontrer que (up)nen converge

1
7. (Facultatif) On suppose maintenant que m < ug < 3

vers m.
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Probleme 3

Partie I : Quelques questions préliminaires —

1. Montrer que, pour tout x € [0, 1],

[\
| | =
8

N =

IN
w'\ 8

2. (a) Justifier que, pour tout réel y > 0,

y+1 4
/ n dt =In(y + 1) — In(y).
y

(b) En déduire que, pour tout réel y > 0,

1

—— <In(y +1) — In(y).

y+17—

Partie II : étude d’une suite récurrente d’ordre 1 — On définit la suite (u,)n>0 par ug = 0 et

1+u?
5 -

VneN, upy =

1. Montrer que la suite (u,)n>0 st croissante.
2. Montrer que : Vn € N, 0 < u,, < 1.

On définit alors la suite (vy)n>0 par : ¥n €N, v, =1 — uy,.

3. (a) Vérifier que, pour tout entier k > 0,

1 1 1

Vk+1 Vk 2— Vk

et en déduire que, pour tout entier k > 0,

1 1

>

|~

Vk+41 Vg

(b) En déduire, en sommant l'inégalité (x) que, pour tout entier n > 1,

4. (a) En utilisant la partie I, montrer que, pour tout entier k > 0,

1 >n+2

Vp 2

1 1 1

Vk+41 Vk

(b) En déduire que, pour tout entier n > 1,

ig n—+ 2
U

5. (a) Montrer alors que nv, — 2 quand n — +o0.

(b) En déduire finalement la limite de la suite (up)n>0-

+1In(n +1).

——§§+ln(k+2)—ln(k+1).

— Mathématiques — ECS 1 & ECS 2 — Lycée Janson de Sailly —



ELBILIASY

Prépas ECS 1

[http ://elbiliasup.ma}

Problemes Corrigés

2020-2021
Corrigé

‘ Prof. Mamouni ‘
[http ://myismail.net}

Probleme 1

1. Par définition, on a :

14 : R — {0,1}
{ 1 sixze[-4,-1]UJL 5
X .
0 sinon

L

D’ou le grapl”'”” Tt

A4
o

')
¥

2. Par définition, pour tout x € E, 1g(x) =1, ainsi :

15 est la fonction constante égale a 1 I

D’autre part, pour tout x € E, 1y(z) =0:

1y est la fonction constante égale a OI

(a) Soit A C E, la fonction 1 4 ne prend que les valeurs 0 ou 1. Ainsi pour tout z € E, 1 4(z)?
permet de dire que :

3.

T4(x), ce qui

(b) On peut traiter cette questions a 'aide d’un tableau récapitulatif, prenons A et B deux parties de E et x
un élément de F :

x€A|xzeB|1gz) | 1p(x)
cas 1 | oui oui 1 1
cas 2| oui non 1 0
cas 3 | non oui 0 1
cas 4 | non non 0 0

AC B onsetrouve danslescas 1, 3ou4d < 14 <1p

ACB<:>]1A§]IBI

1l y a bien entendu d’autres facon de rédiger cette question sans l'aide de ce tableau et en traitant les

différents cas possibles.



ELBILIASY &

Prépas ECS 1 Probléemes Corrigés | Prof. Mamouni |
[http ://elbiliasup.ma} 2020-2021 [http ://myismail.net}

(c) On utilise la question précédente, soient A et B deux parties de E :

A=Be ACBetBCAsly<lpetlp<lyely=1p

A:B<:>]IA:]IBI

(d) La aussi un tableau résumant les différents cas fait 1’affaire. Soient A et B deux parties de F et z € E :

reA|lzeA|la()]| 14(x)
oui non 1 0

non oul 0 1

Il est clair que : Vo € E, 1 5(x) =1 —T14(x).

(e) On emploie la méme méthode avec A et B deux parties de E et z € E :

xe€AlzeBlze ANB | 1a(z) | 1p(x) | La(x) x 1p(x) | Lans(z)
oui oui oui 1 1 1 1
oui non non 1 0 0 0
non oui non 0 1 0 0
non non non 0 0 0 0

On constate que : Vo € E, 14(z)1p(x) = Lanp(x), ainsi :

11 =14n5B I

(f) Voici le tableau correspondant a la situation avec A et B deux parties de F et x € E :

re€A|zeB|lrecAUB | 1i(x) | 1p(x) | La(zx)+1p(x) —1a(z) X 1p(z) | Laup(z)
oui oui oui 1 1 1+1-1=1 1
oui non oui 1 0 1+40-0=1 1
non oui oui 0 1 0+1-0=1 1
non non non 0 0 04+0—-0=0 0

Ce qui démontre que :

1o+l —141p =14aunB I

(g) On a vu dans le cours que pour toutes parties X et Y de £, ona X \ Y = X NY. Considérons A et B
deux parties de E, on a :

Tap=1snp=1alg=14(1-1p)

Ceci en utilisant les formules démontrées aux questions 3.(d) et 3.(e).

1yp=14(1~-1p)
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(a) On a :
AAB = (AUB)\(BNA)
= (AUB)N(BNA)
= (AuB)N(BUA)
= [An(BUA)JU[BN(BUA)] en distribuant
= [(ANB)UANA)JU[(BNB)U(BNA)] orANA=0et BNB=10

Ce qui démontre que :

Y(A,B) € P(E)?, AAB=(A\B)U

(b) Soit A une partie de E, en utilisant la définition, on a :

AAE =(AUE)\ (ANE)

et :

AAD = (AUD)\ (AND)=A\D

(B\ 4)

_E\A=4

=A

VA€ P(E), AAE=Aet AAD= A

(c) La formule AAB = (AN B) U
égalité, on a pour toutes parties A etB de E :

AAB=(ANB)U(BNA)=(ANB)U

(BNA) =

(BN A) a été démontrée au cours de la question 4.(a). En utilisant cette

AAB

Y(A,B) € P(E)?,

(d) On va utiliser les différents résultats de la question 3. :

Laas = TauB)(anB)
= (Laus)(1 —1anB)
= (]lA—I—]lB—]lA]lB)(l—]lA]lB)
= 4+l -1 491 —14014015 —1glglp+ 1401415
= 1a4+1p—-2x141p
_ (]IA_]IB)z

Ce qui démontre que :

AAB = AAB

définition de la différence symétrique
avec 3.(g)

en utilisant 3.(e) et 3.(f)

en développant

en utilisant 3.(a)

Y(A,B) € P(E)?,

Taap = (14 —1p)?

(e) Soient A, B et C trois parties de E. D’apres la question 3.(c) deux ensembles sont égaux si et seulement
si leurs fonctions caractéristiques sont égales, il s’agit donc de montrer que 1 4apac = Laa(sac)- Pour
cela, on va bien entendu se servir de la formule démontrée a la question précédente :

(Laap) — 1o)? ,
- <1A—1B —]10>
= (13413 — 21415 — 1¢)?
= (]lA—I—]lB—Q]lAﬂB—]lc)

TaaBac =

= 14 +1% + 41414 + 12 + 21415 — 4140415 — 41l p — 2041 — 21l + 4141 51c
= TIa+1g+1g—21415 — 2141 — 211 + 41 4151¢
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D’autre part :

Laasacy = (La—1pac)? )
= (14— (15 -10))
= (Ia—1%—-1% +21p310)°
(1g—1p —1¢+21p1c)?
14 + 1% + 12 + 413512 — 21415 — 20 allc + 414l gle + 21 gl — 41510 — 41512
= Ta+1g+1g—2141 — 2141 — 211 + 414151

Dans ces calculs, on a utilisé systématiquement que ]li =14, ]l2B =1pet ]l% =1¢.
On a bien 1 4aB)ac = Laa(Bac) et par suite :

La différence symétrique est associative.

Cette question illustre I'importance de la la fonction caractéristique qui permet de démontrer une propriété
sur les ensembles juste par un calcul algébrique.

5. Démontrons la surjectivité de I' puis son injectivité.

» Soit f € F(E,{0,1}), trouvons-lui un antécédent par I'. On pose A = f~1({1}), c’est bien une partie de E
et on a pour tout z € F :

FNA)(z)=1ely(z)=leorcAdszc f1{1}) e flz)=1

Les assertions soulignées montrent que 14 = f puisque 14 et f sont & valeurs dans {0, 1}.
On a trouvé un antécédent a f par I', c’est A.

» Prenons A et B deux parties de E et supposons que I'(A) = I'(B), c’est-a-dire que 14 = 1 et d’apres la
question 3.(c) cela donne A = B. Ce qui démontre que f est injective.

I" est une bijection.

6. » Soit B une partie de F. Soit 2 € f~*(B), on a f(x) € B. Ainsi dans ce cas Tyypy(r) =1et Ipo f(z) =
Ip(f(z)) = 1.
» Soit ¢ f~1(B), on a f(z) ¢ B. Ainsi dans ce cas Ly-1py(z) =0et 1po f(x) =1p(f(z)) =0.

Dans les deux cas, les fonctions 1 y-1(p) et 1p o f coincident

ﬂf—l(B) :]lBof



ELBILIASY &

Prépas ECS 1

{http ://elbiliasup.rna}

Problemes Corrigés

2020-2021

’ Prof. Mamouni ‘

[http ://rnyismail.net}

Probleme 2

Partie 1 - Premier cas : 0 < A <1

1. Démontrons par récurrence sur n que pour tout n € N, u,, € [0,1].

Initialisation : ug €]0,1/2] d’aprés 1’énoncé donc ug € [0, 1].

Hérédité : Soit n € N tel que u,, € [0,1]. w1 = Aup(l — up).
0<u, <1 donc 0<1—uw, <1
Par produit ce des deux inégalités (les nombres sont tous positifs) :
0<up(l—uy) <1
De plus 0 < A < 1, donc encore par produit :
0 < Aup(l—uy,) <1,

On a donc bien u,4+1 € [0, 1].

Conclusion : par récurrence, ‘un € [0, 1] pour tout n € N. ‘

2. Etude de la monotonie de (Un)nen-
(a) On suppose que A = z Donc u,41 = Zun(l —Uup) = %un - %(un)2
Soit n € N.
3 3 1 3
Un+1 — Un = Zun - i(un)z — Up = _zun - z(un)2 g 0

car u, > 0. Ainsi, ‘la suite (up)nen est décroissante. ‘

(b) On revient & 0 < A < 1.Soit n € N.

Ung1 — Up = Aup (1 — up) — Uy
= (A= Dup — Mup)?

Or u, >0et A—1<0donc (A —1)u, <0. et —A(u,)? < 0. Par somme,

Uni1 — Up = (A — Dy + (=M (u,)?) <0.

Alinsi, ‘la suite (up)nen est décroissante. ‘

3. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 donc d’apres le théoréme de la
limite monotone, ‘elle converge vers un réel £.

3

4. (a) Supposons que A = T
e Pour tout n € N, 0 < u,, < 1 donc par passage a la limite 0 < ¢ < 1.

e Pour tout n € N, up41 =

3 3

et _ 2
2t~ g (un)

1~ Z(un)2 Or up41 e ¢ (cours) et

3 3
—f — 152. Donc

n—)+oo4
3 3 5
K—ZE ZZ.

Or,

_3, 3p  3p, 1,

€—4£ 4[ (:>4€ +4€—0
&30 4+0=0
S4(30+1)=0

1
&S 4=0 (= —
ou 3

Puisque 0 < ¢ < 1, on en déduit que ¢ = 0.

Conclusion : | lim wu, =0
n—4oo

(b) Suposons 0 < A < 1.
e Pour tout n € N, 0 < u,, <1 donc par passage a la limite 0 < ¢ < 1.
e Pour tout n € N, w1 = Aup(l — up). Or wpyg —Jr) ¢ (cours) et
n——+0o0o
Aup (1l —u,) — A(1—2¢). Donc
n—-+4oo

L=XM((1-1).
Or,

C=XM1-0) M +(1-XN=0
SUNM+A1-X2)=0
A—1

Sl=0o0ul=——.
ou b\
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A—1
Or 0 < A <1, donc < 0. Puisque 0 < £ < 1, on en déduit que
{=0.

Conclusion :

lim wu, =0
n—-+oo

Partie 2 - Deuxiéme cas : 1 < A <2

5. (a) Pour tout réel z, f(x) = Az — Az?. Donc f(x) = ax?bz + c avec a = —\ < 0,

b=MXet c=0. %5 = 3 donc d’apres le cours (sur les fonctions du second
degré) :
z |0 3 1
A
d 0 T T 0

1
(b) mzl—xdonc

Donc m De plus,

1 1
1l<Aa<2d 1>—-—>-
< onc >)\ B

car la fonction inverse est strictement décroissante sur R” . Ainsi,

0<m<

DO =

1 1
1< Y < 5 donc

6. On suppose pour cette question que 0 < ug < m.

(a) Démontrons par récurrence sur n que pour tout n € N, 0 < u,, < m.

Initialisation : 0 < u,, < m d’apres ’énoncé.

Hérédité : Soit n € N tel que 0 < uy, < M. Upy1 = Aun(l —up) = fluy).
1
Puisque m < 3 que la fonction f est croissante sur | — oo, %] (question
5a),

F0) < f(un) < f(m)
Or, f(0) =0 et f(m) = m (question 5b). Donc

0< Un+1 <m.

Conclusion : par récurrence, ‘0 < u, < m pour tout n € N. ‘

(b) Soit n € N.

Up41 — Up = ()‘ - l)un - )‘(un)2
=tup (A—1—Auy,)

Or, u, >0 et
1
ungmdoncungl—xdonc)\uné)\—l(car)\>0).

A—1 - du, =
’La suite (up)nen est croissante. ‘

Ainsi, 0. On en déduit que up41 — u, = 0.

(¢) o (un)nen est croissante et majorée par m donc elle converge vers un réel
¢, d’apres le théoreme de la limite monotone.
o Pour tout n € N, up < u,, < m (on utilise la croissance) donc par passage
a la limite ug < £ < m, avec ug > 0.
o Pour tout n € N, w41 = Auy (1l — uy,). Comme & la question 4b,

0= (1 —20),

ce qui donne :
A—1
¢/ =0 (= —.
ou 3

Puisque £ > 0, on en déduit que

A—1 1
Ezizl—f
A A

=m.

Conclusion : ‘ (Un)nen converge vers m.
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7. On suppose maintenant que m < ug < 3 Le tableau de variation de f
T |—o0 m % +00
A
1

/ TL/\
e

A
permet de dire que u; = f(ug) est entre m et T Et comme

—0o0

mgulgi.

Démontrons par récurrence que pour tout n € N, m < u, <

DN =

Initialisation : par hypothese.

N =

m < g <
Hérédité : . Puisque que la fonction f est

croissante sur | — oo, %] (question 5a),

Soit n € N tel que m < u, <

N =

F(m) < Flun) < (;) done m <t <

pour tout n € N.

| =

Conclusion : par récurrence, |m < u, <

Etudions maintenant la monotonie de (ty,)nen.

Soit n € N.

Upt1 — Up = Up (A — 1 — Auy)

= Ay (M —up).

Or, up, 2 0, A > 0 et m —u, < 0. On en déduit que up41 — u, < 0.

‘La suite (un)nen est décroissante. ‘

Il nous reste a montrer la convergence et a calculer la limite.

o (un)nen est décroissante et minorée par m donc elle converge vers un réel ¢,
d’apres le théoreme de la limite monotone.

N | =

1
e Pour tout n € N, m < u,, < 3 donc par passage a la limite m < ¢ <
e Pour tout n € N, w1 = Ay (1 — uy,). Comme précédemment

0= \(1—0),

donc

f=0ouf=m.

Puisque ¢ > m > 0, on en déduit que £ = m.

Conclusion : ‘ (Un)nen converge vers m.
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Probleme 3
Partie I : Quelques questions préliminaires —
1. Soit x € [0, 1]. Alors

lJrf, 1 2—z+z@2-2)-2 x-—a? 7x(1—x)>0
2 2 2-z 2(2 —x) S 22-m) 22-a2)

Donc

1
>

L2
2 72—z

N |

2. (a) Soit un réel y > 0. Alors
y+1 4
/ n dt = [ln(t)]Z"‘1 =1In(y+ 1) — In(y).
y

(b) Soit un réel y > 0. Alors, pour tout ¢ € [y,y + 1], 1 > —L- et donc

y+1
v+l v+l g 1
—dt < —dt ie. —<In(y+1)—1In(y).
| mesf o <hly+ 1)~ ln(y)

Partie II : étude d’une suite récurrente d’ordre 1 —

1. Pour tout n € N,

1+u2
2

1 1
U1 — Un = —un = 5 (up = 2up +1) = o (un — 1)* > 0.

Donc la suite (u,)n>0 est croissante.

2. Posouns, pour tout n € N, la proposition A(n) : « 0 < u, < 1.
Initialisation : uy =0 donc 0 < ug < 1 et donc A(0) est vraie.
Hérédité : Soit un entier n. Supposons que A(n) est vraie.

Alors 0 < u,, < 1. Comme la fonction ¢ — t? est strictement croissante sur Ry, alors 0 < u?2 < 1
et donc ) . -
< n < — =
2~ 2 2
Ainsi 0 < upq1 < 1 ce qui signifie que A(n + 1) est vraie.
Bilan : Pour tout n € N, A(n) est vraie.

3. (a) Pour tout entier k > 0,

1.

111 12 1 1w 11
Vg1 vk_lfulﬁ_l 1—uk_1—u% lfuk_lfu%_lJruk_Q—vk'
Or:VkEeN,0<up<ldoncO<wv,<letdoncl<2—uv<2.
Ainsi on a bien : Vk € N,
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(b) Soit un entier n > 1. En sommant 'inégalité précédente pour k allant de 0 & n — 1 on obtient

g 1 o
S-S
Vi 2 2

[y 1 Tt O A T T T B |
I e e B I I i

On obtient donc bien

1 . n+2
v, 2
4. (a) Soit un entier k > 0. D’aprés la question 2., v;, € [0, 1]. Ainsi d’aprés la question 1. de la partie

I et la question 3.(a)
1 1 1

= < -+ - V.
Vi1 Vg 2—v ~ 2

D’aprés la question précédente

<2
U=y
Or d’aprés la question 2. de la partie I
2
) < 2(In(k +2) — In(k + 1)).
Ainsi
Lo ks 2 — w4 1)
Vk+1 v 2 '

(b) Soit un entier n > 1. En sommant l'inégalité précédente pour k allant de 0 & n — 1, on obtient

:z;:( 1 _1) gg(;+ln(k+2)—ln(k+1)> =g+7§§(ln(k+2)—ln(l€+1)).

v v
k+1 k k—0 e

Or, comme précédemment, on a

Et de méme on obtient

|
—_

S (In(k+2) —In(k+1)) =In(n+ 1) —In(1) = In(n + 1).
0

=~
Il

On a donc bien
n -+ 2

+1In(n+1).

5. (a) On obtient finalement : Vn € N*,

2 +1In(n +1).

Ainsi : Vn € N¥,
n+ 2 L<n+2+ln(n+1).
2n nv, —  2n n
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2n  n—too 2’
et par croissance comparée

In(n+1) In(n+1) n+1
n on+1 n  n—+too

0x1=0.

On en déduit d’aprés le théoréme d’encadrement que

1 1

— .
nv, n—+oo 2
Ainsi on a bien

nv, — 2.
n—-4o0o

(b) Pour tout n € N,

1
Up = (nuy) X —.
Donc par opération sur les limites, on en déduit que

v, — 2x0=0.
n—-+oo

Or:VvneN, u, =1—v,. Donc

n—-+o0o
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