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DEVOIR SURVEILLE N° 2

Suites Numériques

Nombres Réels-Ensembles-Applications

Durée : 3h
Lundi 16 Novembre 2021

Exercice 1. Différence symétrique
Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. On définit la différence symétrique A de la maniére
suivante :

AAB = (A\B) U (B\A).

Par ailleurs la fonction indicatrice de l’ensemble A est définie sur E par La(x) = 0six ¢ A et
Ta(zx)=1siz e A

S ol S

Vérifier que AAB = AAB.

Montrer que AAB = (AU B) N (B U A).

Montrer que 1aap = (14 — 15)2.

Déterminer, pour toute partie A de E : AAD, AAE, AAA et AAA.

Démontrer que pour toute partie A de E, il existe une unique partie X de FE telle que AAX = (.

Exercice 2. On considere les deux applications suivantes :

® N e oA W=

R? — R? . R3 — R?
: et g:
(z,y) — (z +y, v —y,x) (v,y,2) V> (x+y+2z,2+y)

Déterminer £((0,0)), f((1,2)), g((1,—1,0)) et g((1,1,1)).

(0,0) admet-il des antécédents par g? Le cas échéant, les déterminer.
Reprendre la question 2. avec (1, 2).

g est-elle injective 7

g est-elle surjective ?

Montrer que f est injective.

Montrer que (1,1,2) n’a pas d’antécédent par f. Que peut-on en déduire ?

Déterminer foget go f.
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Exercice 3

—_

Soient deux réels a > 0 et b > 0. On définit (un)n>0 €t (vn)n>0 par up = a, vo = b et

1
Vn €N, upp1 =V upv, et vpp1 = i(un + Up).

. Vérifier que : Vn € N, u,, > 0 et v, > 0.

Montrer que : ¥(z,y) € (Ri)% VTY < “?Tﬂ/
Montrer que : Vn € N*, u, < v,,.

Montrer que la suite (uy,),>1 est croissante, et que la suite (v, ),>1 est décroissante.

En déduire que (u,)n>0 €t (vn)n>0 convergent et qu’elles ont la méme limite.
On notera M (a,b) leur limite commune.

(a) Justifier que u; < M(a,b) < vy.
(b) En déduire que

OSM(a,b)—MSM.

(¢) Déterminer alors la valeur de M(a,b) dans le cas ou a = b.

Exercice 4
On considere la suite (u,),en définie par les relations suivantes :

A-

1.
2.
3.
4.
5.

u,=1
VneN,u,,, =2u,+n—1

Calculer uy, u, et us.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, = 1.
En déduire que pour tout entier naturel non nul n , u, = n.
Déterminer la limite de la suite (u,),cn lorsque n tend vers +00.

Montrer que la suite (u,,),cn €St croissante.

Dans cette question on examine une suite (v,),cn définie & partir de (u,),en Par

VneN, v, =n+u,.

Exprimer v,,; en fonction de n et u,,.

En déduire que la suite (v,),cp €st géométrique et exprimer, pour tout entier naturel n ,
v, en fonction de n uniquement.

Montrer enfin que pour tout entier naturel n , u, = 2" —n.

. En reprenant la définition de (u,),cn , montrer que pour tout entier naturel n

Uppr—1  u,—1 n

on on—1 on’

En déduire par récurrence sur n que pour tout entier naturel n non nul

n—1
u,—1 k
2n—1 = Z ?

k=0

Montrer finalement que pour tout entier naturel non nul n
—1
< k _ n+1
2k % Ton1

k=0
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Exercice 5

Probléme. Pour n € IN*, on pose
|
n k:1 k e ’Yn n n(n)

1. Convergence.
a. Montrer que :

\Y,

1 k+1 d¢
Vk € N¥, T2 /k -
b. En déduire que pour toutn € N*, v, > 0.

Montrer que :
Vx> -1, In(1+x)<x.

d. En déduire que (7y,) converge. On note <y sa limite.
e. Montrer que 7y € [0,1].
f. Ecrire une fonction scilab qui prend en entrée un entier n et renvoie la valeur de 7.

2. Applications.

H
a. Montrer que la suite <—n> converge vers 1.
Inn/n=2

b. Montrer que pour toutn > 1,

2n k
-1
Hy—Hyy =) %
k=1
2n -1 k
c. En déduire que la suite de terme général 2 .~ converge et déterminer sa limite.
k=1 3n
a
d. Pour tout n € N, on pose a3,+1 = a3,4+2 = 1 et as,y3 = —1. Exprimer Z ?k en
fonction de Hs,, et H,,. k=1

3n
a
e. Quelle est la nature de la suite de terme général Z ?k ?
k=1
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Exercice 3

Corrigé

1. L’erreur classique ici est de vouloir faire deur récurrences. Cela ne peut pas fonctionner car les
deux suites sont définies 'une par rapport a l'autre.
Pour tout n € N, on pose A(n) : « u, >0 et v, > 0».
On démontre cette proposition par récurrence (qui n’est pas faite ici).

2.

(a)

Soit (z,y) € (R%)?. Alors

Tty
2

Donc on obtient bien le résultat annoncé.

(VE—vi)* =0,

| =

— /Ty =

L’erreur classique ici est de vouloir démontrer ce résultat par récurrence. Il faut faire un
raisonnement direct.
Soit n € N. Alors u,, > 0 et v, > 0 donc d’apreés le résultat précédent

Up + VU R
UnUy < % lLe. Upt1 < Upti -
Ainsion a : Vn € N, w1 < vp41.
Autrement dit : Vn € N*, u,, < v,.

Remarquez bien que l'on demande de montrer que les deux suites sont monotones & partir du
rang 1.
Soit n € N*. Alors

Un 41 — Un = /UnVp — Un = /Upn (VV, — VU, .

Or u,, <wv, d’aprés la question précédente.
Donc par croissance de la fonction racine carrée \/u, < \/v,,.
Ainsi on a bien w11 — u, > 0.
De méme

vy vy = e

2 2

Ainsi la suite (uy,),>1 est croissante et la suite (v, ),>1 est décroissante.
Comme la suite (uy,)n>1 est croissante alors : Vn € N*, u; < uy,.
Comme la suite (vn)n>1 est décroissante alors : Vn € N*, v,, < v.

Ainsi, en utilisant la question 2.(b), on obtient : Vn € N*,
ur < Up < U S U1

Donc la suite (un)n>1 est croissante et majorée par v; donc elle converge d’aprés le théoréme
de la limite monotone. Notons ¢ sa limite.

De méme la suite (v,)n>1 est décroissante et minorée par uy donc elle converge d’aprés le
théoréme de la limite monotone. Notons ¢ sa limite.

Alors par opération

Uy, + Uy L4+ 0 0+ 0
— Upt1 —> ———.
2 n—-+oo 2 n—-+oo 2
Or
!
Un S £
Donc par unicité de la limite
e+
0 = ie. £=1.

2
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4. (a) La suite (up)n>1 est croissante de limite M (a,b) donc : Vn € N*, u,, < M(a,b).
La suite (v, )n>1 est décroissante de limite M (a,b) donc : ¥n € N*, v, > M (a,b).

Ainsi : Vn € N*| u,, < M(a,b) < v,.
En particulier (avec n = 1), on obtient u; < M(a,b) < v;.
On a

b
u; = Vab et vlza; .

Donc
a+b

Vab < M(a,b) < 5

ce qui nous donne

OSM(a,b)—\/@SaTM—\/@:M

D’apreés ce qui précéde avec b = a,
0< M(a,a) —Va® <0

i.e.

M(a,a) = Va2 =|a| = a.
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Exercicel 1 Ona:
AAB = (A\B) U (B\A)
=(ANB)U(BNA)
=(ANB)U(BNA)
(B\A) U (A\B)
= (A\B)U (B\A)
= AAB

Conclusion : | AAB = AAB

2. On a, en utilisant les lois de Morgan :

AAB = (A\B)U(B\A)=ANBNBNA=(AUB)N(BUA).

Conclusion : ‘ AAB = (AuB)Nn(BUA).

3. Soit x € E. Raisonnons par disjonction des cas.

(a) Siz € AAB, alors on a d’une part, 1aap(z) =1 et d’autre part,
i. soit x € A\B et donc (14 — 15)*(z) = (La(z) — 1p(z))* = (1
ii. soit x € B\A et donc (14 — 15)*(z) = (1a(z) — 15(2))* = (0 —

(b) Siz€ AAB = (AU B)N (BN A), alors on a d’une part Laap(z) = 0 et d’autre part,
i. soit 2 € Aetx € Betdonc (1a—15)%*(z) = (1a(z) —1s(x)*=(1-1)2=0.
ii. soit # € Betx € Aetdonc (1a—15)*(z)=(la(z)—15())*=(0-0)*>=0.
ili. Les deux autres cas (x € AN A et z € BN B) ne sont pas possible.

—0)2=1.
-1’ =

Ainsi, pour tout « € E, Laap(z) = (1a — ]lB)Z(IE)

Conclusion : | laag = (1a — 15)?
4. On a:

AAD = (AND)UMNA) =(ANE)UD = A,
AAE=(ANE)U(ENA)=0UA=A4,

AANA = (ANAUANA)=0Ud =0,

AAMA = (ANA)U@ANA) = AUA=E.

5. Raisonnons par analyse-synthese :
Analyse : On suppose qu’il existe X € P(E) tel que AAX = (A\X) U (X\A) =0.
Comme les seuls ensembles dont 1'union est vide sont @ et (), on a forcément

A\X =0et X\A=0.

Il vient alors X = A. A ce stade, on a démontré que si une solution existe alors elle est unique et il s’agit de
X =A.
Synthése : Vérifions que X = A est solution. D’apres la question précédente, on a bien AAA = ().

Conclusion : ‘ 1l existe une unique partie X de E telle que AAX = (). ‘

Exercice2 1. Ona

£((0,0)) = (0,0,0), £((1,2)) = (3,~1,1), g((1,~1,0)) = (0,0), g((1,1,1)) = (3,2).
2. Pour chercher les antécédents de (0,0) par g, nous devons résoudre 1’équation d’inconnue (z,y,z) € R? :
g((z,y,2)) = (0,0). Soit (x,y,2) € R3,
x z = z =
s Zo={i2y
Ainsi, (0,0) admet une infinité d’antécédents par g : tous les triplets de la forme (—y,y,0) avec y € R.
Conclusion ‘ S ={(-y,9,0),y € R}. ‘
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3. Pour chercher les antécédents de (1,2) par g, nous devons résoudre ’équation d’inconnue (z,y,z) € R3 :
9((z,y,2)) = (1,2). Soit (z,y,2) € R?,

{ x+gi; z ; :){ ; z ;:zfy:172+yfy:fl
Ainsi, (1,2) admet une infinité d’antécédents par g : tous les triplets de la forme (2 —y,y, —1) avec y € R.
Conclusion ‘ S={(2-y,y,—1),y € R}. ‘

4. D’apres la question 2., on a ¢((0,0,0)) = (0,0) = g((1,—-1,0)).

Conclusion : ’ L’application g n’est pas injective. ‘

5. Montrons que g est surjective. Soit (a,b) € R On doit alors montrer que I’équation d’inconnue (z,y,z) € R® :
g((z,y, 2)) = (a,b) posséde au moins une solution. Soit (z,y, z) € R®.

{ rT+Yy+z

a {z = a—zcz—y=a—-b+y—y=a->
Tr+y

b r = b—y

Ainsi, notre équation admet une infinité de solutions. En particulier, (b,0,a — b) est un antécédent de (a,b).

Conclusion : | g est surjective.

6. Montrons que f est injective. Pour cela, on va montrer que si, pour (z,y,z’,%’) € R*, f((z,v)) = f((z,y')) alors
z=2"ety=1"
Soit (x,y,,y) € R* tels que f((z,9)) = f((z',4')). On a alors

r+y = 2'+y _
r—y = 2 —y donc{ Y
z = = y=0

Ainsi, (z,y) = (2, ).

Conclusion : | f est injective.

7. Pour chercher les antécédents de (1,1,2) par f, nous devons résoudre 1’équation d’inconnue (z,y) € R? :
f(2,y)) = (1,1,2). Soit (z,y) € R?,

z+y = 1 y = 1l—z=1-2=-1
r—y = 1 <4y = z—-1=1
r=2 x = 2

Le systéme est incompatible. Ainsi, (1, 1,2) n’a pas d’antécédent par f.

Conclusion : ’ f n’est pas surjective. ‘

8. Soit (x,y,2) € R* on a :

fog((x,y,2) = flg((z,y,2) = f((x+y+z2+y) =Rr+2y+ 22,2 +y+2).
Soit (x,y) € R?, on a :

go f((z,9) = 9(f((z,9)) = 9((z + y,z — y,2)) = (3z, 22).

R?® — R? R? — R?
Conclusion : | fog: et go f:
(,y,2) — 2z + 2y + 2, 2,2+ y + 2) (z,y) — (3, 2x)
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Exercice 4
A- 1. u1=1,u2=2€tu3=5.
2. up=letsipourunn fixéu, =1, alorsu,,; =22+n—1=2n+121.
Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier naturel n , u, = 1.
3. DoncYne N, u,y; =2+n—12=n+1 soit u, = n pour tout n € IN*.
4. On en déduit, puisque lim n=+o0, que| lim u,=+o0c0 |
n—+0Q n—+0Q
5. Pour tout n € N, u,,; —u, =u, +n—12n =0 donc| la suite (u,,) est croissante |.
B- 1. vy, =n+1+u,,;=n+1+2u,+n—1=2(u,+n)=2v,.
2. Donc la suite (v,),en est géométrique de raison 2 et donc pour tout entier naturel n ,
vy =2"yg=2"|
3. Pour tout entier naturel n, | u, =v,—n=2"—n|
. u -1 2u,+n—2 u,—1 n
C- 1. Soitne N, L~ = =" =1 4+
on on on—1 on
u;—1 0, k
2. Pour n =1, TZO:ZE'
k=0
) L up—1 Sk
Supposons maintenant que pour un n € N ot = 2ugk
k=0
—1 n
Upr—1 u,—1 n <k n k
Alors n+21n = 2nn_1 +E = ﬁ‘i‘g :Zﬁ
o ) k=0 k=0
Le principe de récurrence permet de conclure.
-1
3 ”Zk_un_l _2"=n—-1__ n+1
: ok~ on-1"  9n—-1 on—1"

k=0



