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FonctionsRéelles
NombresComplexes

Devoir Surveillé N
◦

4

1

Durée : 4  heures
Calculatrices et Documents Interdits

1. Questions préliminaires –

(a) Montrer que : ∀a ∈ R,

(cos(a))3 =
cos(3a) + 3 cos(a)

4
.

(b) En remarquant que π
3 + π

4 = 7π
12 , déterminer la valeur de sin( 7π12 ).

2. Soient un entier n ∈ N et un réel x ∈ [0, π[.

(a) Montrer que
n∑
k=0

(−1)keikx = ei
n(x+π)

2 ·
sin
( (n+1)(x+π)

2

)
sin(x+π2 )

.

(b) En déduire l’expression de
n∑
k=0

(−1)k cos(kx).

3. Une première application – Montrer que, pour tout entier n ∈ N et tout réel x ∈ [0, π3 [,

n∑
k=0

(−1)k(cos(kx))3 =
sin
( (n+1)(3x+π)

2

)
cos
(n(3x+π)

2

)
4 sin(3x+π2 )

+
3 sin

( (n+1)(x+π)
2

)
cos
(n(x+π)

2

)
4 sin(x+π2 )

.

4. Une seconde application – Soit (un)n≥0 la suite réelle définie par u0 = 2, u1 =
√
3 et :

∀n ∈ N , un+2 =
√
3 · un+1 − un .

(a) Déterminer l’expression de un en fonction de n.
(b) Montrer alors que, pour tout n ∈ N,

n∑
k=0

(−1)kuk = 2(
√
6−
√
2) cos

(
7nπ

12

)
sin

(
7(n+ 1)π

12

)
.

Soit un entier n ≥ 1.

1. Résoudre l’équation zn = i d’inconnue z ∈ C.

2. En déduire que l’équation
(
z+1
z−1

)n
= i d’inconnue z ∈ C \ {1}

admet pour ensemble de solutions
{

cos( π4n + kπ
n )

i sin( π4n + kπ
n )

∣∣∣ k ∈ [[0, n− 1]]

}
.

Problème 1

Exercice 1



On considère les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, notées ch et sh, et définies sur R par :
∀x ∈ R, ch (x) = ex+e−x

2 et sh (x) = ex−e−x

2 .

1. Etude des fonctions ch et sh :

(a) Etudier la parité des fonctions ch et sh.

(b) Etudier les limites de ch et sh en +∞ et −∞.

(c) Dresser le tableau de variations complet de la fonction sh. En déduire son signe.

(d) Etudier les variations de la fonction ch.

(e) Montrer que : ∀x ∈ R, ch (x) > sh (x).

(f) Donner alors sur un même graphique l’allure des courbes représentatives des fonctions ch et sh.

2. Quelques formules

(a) Montrer que ∀x ∈ R, ch2(x)− sh2(x) = 1.

(b) Montrer que ∀(a, b) ∈ R2, ch(a+ b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b).
En déduire une formule analogue pour ch(a− b). Qu’en est-t-il pour sh(a+ b) ?

3. On veut montrer que pour tout y ∈ R, l’équation sh(x) = y d’inconnue x admet une unique solution que
l’on déterminera.

(a) Un cas particulier : résoudre l’équation sh(x) = 1 sur R.

(b) Montrer que pour tout y ∈ R, y +
√

1 + y2 > 0 et y −
√

1 + y2 < 0.

(c) Résoudre alors l’équation sh(x) = y, d’inconnue x ∈ R, avec y ∈ R fixé.

4. Etude d’une fonction auxiliaire : on introduit la fonction f définie par la relation f(x) =
x

sh(x)

(a) Déterminer l’ensemble de définition de la fonction f , puis sa parité.

(b) On pose : ∀x ∈ R+, h (x) = sh(x)− x ch (x). Etudier les variations de h ; en déduire le signe de h.

(c) En déduire les variations de f sur R+∗. Puis le tableau sur R∗ tout entier.
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Problème 2



On considère la fonction f :]0; +∞[→ R définie, pour tout x de ]0; +∞[, par : f(x) = ex − e ln(x)

On admet les encadrements numériques suivants : 2, 7 < e < 2, 8 7, 3 < e2 < 7, 4 0, 6 < ln(2) < 0, 7

Partie I : Etude de la fonction f

1. (a) Calculer, pour tout x de ]0; +∞[, f ′(x), puis f ′′(x), où l’on a noté f ′′ la dérivée de f ′.

(b) En déduire le tableau de variations de f ′.

(c) Déterminer les limites de f ′ en 0 et en +∞ puis préciser f ′(1).

2. En déduire le tableau de variations complet de f et préciser la valeur du minimum f(1).

3. Tracer la courbe représentative de f .

4. (a) Etudier les variations de la fonction u :]0; +∞[→ R
x 7→ f ′(x)− x.

(b) En déduire que l’équation f ′(x) = x, d’inconnue x ∈]0; +∞[, admet une solution et une seule, notée
α, et montrer : 1 < α < 2.

Partie II : Etude d’une suite

On considère la suite réelle (un)n∈N définie par : u0 = 2 et, pour tout n de N, un+1 = f(un)

5. Montrer que, pour tout n de N, un existe et un > 2.

6. Montrer que la suite (un)n∈N est croissante.

7. (a) Démontrer : ∀x ∈ [2; +∞[, 2 ln(x) 6 x 6 ex

3

(b) En déduire : ∀n ∈ N, un+1 > 6−e
2 un.

(c) Montrer alors : ∀n ∈ N, un > 2(6−e2 )n puis déterminer la limite de la suite u.

(d) Déterminer un entier n0 tel que pour tout entier n ≥ n0, un ≥ 1000.
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Problème 3



On considère un entier n strictement positif et on définit la fonction fn :R→R par :

∀x ∈R, fn(x) = nx − e−x.
1. a) Etudier l’existence et la valeur de la limite de fn(x) lorsque x tend vers +∞.

b) Déterminer la limite de fn(x)−nx lorsque x tend vers +∞ et interpréter graphiquement le résultat.

2. a) Etudier l’existence et la valeur de la limite de fn(x)lorsque x tend vers −∞.
b) Prouver que fn admet une branche parabolique en −∞, de direction l’axe des ordonnées.

3. a) Etudier les variations de fn sur R.
b) Donner une allure de la courbe représentative de f2 dans un repère orthonormé.

4. Montrer que l’équation nx − e−x admet une unique solution dans R. On note un cette solution.

5. a) Pour tout n ∈N∗, exprimer un en fonction de exp(−un).
b) Etudier le signe de un pour n ∈N∗.
c) Démontrer que la suite (un)n≥1 est décroissante.
d) En déduire la convergence de la suite (un)n≥1 et déterminer sa limite.
e) Montrer que lim

n→+∞
nun = 1
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On considère la fonction f définie par f(x) = ln(lnx).

1. Déterminer l’ensemble de définition de f et montrer que f y est concave.

2. En déduire :

∀(x, y) ∈]1,+∞[2, ln
(x + y

2

)
≥
√

lnx ln y.

1. Montrer que pour tout réel x, les intégrales S(x) =
∫ 1

0
sin(xt)e−t

2

dt et C(x) =
∫ 1

0
t cos(xt)e−t

2

dt existent.

2. A l’aide de l’inégalité de T-L, montrer : ∀a ∈ R, ∀y ∈ R : | sin(a+ y)− sin a− y cos a| ≤ y2

2 .

3. Montrer que ∀x ∈ R, ∀h ∈ R∗, ∀t ∈ [0, 1] :
∣∣ sin((x+h)t)e−t2−sin(xt)e−t2

h − t cos(xt)e−t
2 ∣∣ ≤ |h|2 t2e−t2

4. En déduire que pour tout x ∈ R, pour tout h ∈ R∗ :
∣∣S(x+h)−S(x)

h − C(x)
∣∣ ≤ |h|2 ∫ 1

0
t2e−t

2

dt.

5. Montrer alors que S est une fonction dérivable sur R et expliciter sa dérivée S′.

A l’aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer

a)

b)

∀x ∈ R+, x− 1
2x

2 ≤ ln(1 + x) ≤ x− 1
2x

2 + 1
3x

3

∀x ∈ [0, π2 ], x− 1
6x

3 ≤ sinx ≤ x

Problème 4

Exercice 2

Exercice 3

Exercice 4

F

i
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i
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1. Questions préliminaires –

(a) Soit a ∈ R. D’après la formule d’Euler,

(cos(a))3 =

(
eia + e−ia

2

)3

=
ei3a + 3ei2ae−ia + 3eiae−i2a + e−i3a

8
.

Ainsi

(cos(a))3 =
ei3a + e−i3a + 3eia + 3e−ia

8
=

2 cos(3a) + 6 cos(a)

8
=

cos(3a) + 3 cos(a)

4
,

l’avant-dernière étape provenant à nouveau de la formule d’Euler.
(b) On remarque que π

3 + π
4 = 4π+3π

12 = 7π
12 , donc

sin

(
7π

12

)
= sin

(π
3

+
π

4

)
= sin

(π
3

)
cos
(π

4

)
+ cos

(π
3

)
sin
(π

4

)
.

Ainsi

sin

(
7π

12

)
=

√
3

2
·
√

2

2
+

1

2
·
√

2

2
=

√
6 +
√

2

4
.

2. (a) On a
n∑
k=0

(−1)keikx =

n∑
k=0

(−eix)k =

n∑
k=0

(eiπeix)k =

n∑
k=0

(ei(x+π))k.

Or x ∈ [0, π[ alors eix 6= −1 et donc −eix 6= 1 i.e. ei(x+π) 6= 1 donc

n∑
k=0

(ei(x+π))k =
(ei(x+π))n+1 − 1

ei(x+π) − 1
=
ei(x+π)(n+1) − 1

ei(x+π) − 1
.

On utilise ensuite l’éternelle méthode dite de l’angle médian pour obtenir que

ei(x+π)(n+1)−1 = ei
(n+1)(x+π)

2

(
ei

(n+1)(x+π)
2 − e−i

(n+1)(x+π)
2

)
= 2i sin

(
(n+ 1)(x+ π)

2

)
ei

(n+1)(x+π)
2 .

De même
ei(x+π) − 1 = ei

x+π
2

(
ei
x+π

2 − e−i
x+π

2

)
= 2i sin

(
x+ π

2

)
ei
x+π

2 .

Ainsi
ei(x+π)(n+1) − 1

ei(x+π) − 1
= ei

n(x+π)
2 ·

sin
( (n+1)(x+π)

2

)
sin(x+π2 )

,

ce qui nous donne le résultat.
(b) On peut remarquer que

n∑
k=0

(−1)k cos(kx) =

n∑
k=0

(−1)kRe(eikx) =

n∑
k=0

Re
(
(−1)keikx

)
= Re

(
n∑
k=0

(−1)keikx

)
.

D’après la question précédente,

n∑
k=0

(−1)k cos(kx) = Re

(
ei
n(x+π)

2 ·
sin
( (n+1)(x+π)

2

)
sin(x+π2 )

)
=

sin
( (n+1)(x+π)

2

)
sin(x+π2 )

· Re
(
ei
n(x+π)

2

)
.

Ainsi
n∑
k=0

(−1)k cos(kx) =
sin
( (n+1)(x+π)

2

)
sin(x+π2 )

· cos

(
n(x+ π)

2

)
.
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Problème 1



3. Une première application – Soit un entier n ∈ N et soit un réel x ∈ [0, π3 [. Alors d’après la
première question préliminaire

n∑
k=0

(−1)k(cos(kx))3 =

n∑
k=0

(−1)k
cos(3kx) + 3 cos(kx)

4

=
1

4

n∑
k=0

(−1)k cos(k3x) +
3

4

n∑
k=0

(−1)k cos(kx).

D’après la question précédente et comme 3x ∈ [0, π[,

n∑
k=0

(−1)k cos(k3x) =
sin
( (n+1)(3x+π)

2

)
sin( 3x+π

2 )
· cos

(
n(3x+ π)

2

)
.

De même comme x ∈ [0, π[

n∑
k=0

(−1)k cos(kx) =
sin
( (n+1)(x+π)

2

)
sin(x+π2 )

· cos

(
n(x+ π)

2

)
.

Donc
n∑
k=0

(−1)k(cos(kx))3 =
sin
( (n+1)(3x+π)

2

)
cos
(n(3x+π)

2

)
4 sin(3x+π

2 )
+

3 sin
( (n+1)(x+π)

2

)
cos
(n(x+π)

2

)
4 sin(x+π2 )

.

4. Une seconde application –

(a) La suite (un)n≥0 est récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est

x2 −
√

3 · x+ 1 = 0 .

Le discriminant du trinôme ci-dessus vaut ∆ = 3− 4 = −1 = i2.
Ainsi les deux solutions complexes conjuguées de cette équation sont

q1 =

√
3 + i

2
= ei

π
6 et q2 =

√
3− i
2

= e−i
π
6 .

Il existe donc deux réels λ et µ tels que, pour tout n ∈ N,

un = λ cos
(nπ

6

)
+ µ sin

(nπ
6

)
.

En remplaçant on trouve que u0 = λ et u1 = λ ·
√
3
2 + µ · 12 .

Or u0 = 2 et u1 =
√

3. On obtient alors λ = 2 et µ = 0.
Bilan : Pour tout n ∈ N,

un = 2 cos
(nπ

6

)
.

(b) Soit n ∈ N. Alors
n∑
k=0

(−1)kuk = 2

n∑
k=0

(−1)k cos

(
kπ

6

)
.

Comme π
6 ∈ [0, π[, alors d’après la question 2.,

n∑
k=0

(−1)k cos

(
kπ

6

)
=

sin
( (n+1)7π

12

)
sin
(
7π
12

) · cos

(
n7π

12

)
.

Ainsi, d’après la deuxième question préliminaire,

n∑
k=0

(−1)kuk = 2 cos

(
7nπ

12

)
sin

(
7(n+ 1)π

12

)
· 4√

6 +
√

2
.
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Or
4√

6 +
√

2
=

4(
√

6−
√

2)

6− 2
=
√

6−
√

2.

Donc on obtient bien
n∑
k=0

(−1)kuk = 2(
√

6−
√

2) cos

(
7nπ

12

)
sin

(
7(n+ 1)π

12

)
.

1. Analyse –

(a) D’après (??),
f(1) + 1 · f(1) = 1 + 1 i.e. 2f(1) = 2 i.e. f(1) = 1.

(b) Soit z ∈ C tel que |z| = 1.
Comme |z| = |1| = 1 alors d’après (?) et ce qui précède f(z) = f(1) = 1.
Bilan : pour tout z ∈ C de module 1, alors f(z) = 1.

(c) Soit z ∈ C tel que |z| 6= 1. D’après (??) alors{
f(z) + zf(z) = 1 + z (L1)
f(z) + zf(z) = 1 + z (L2)

En calculant z(L2)− (L1), on obtient zzf(z)− f(z) = zz − 1 autrement dit

(|z|2 − 1)f(z) = |z|2 − 1.

Comme |z| 6= 1 et que |z| ≥ 0 alors |z|2 6= 1 et donc f(z) = 1.

(d) On a ainsi montré que, pour tout z ∈ C{
f(z) = 1 si |z| = 1
f(z) = 1 si |z| 6= 1

.

Donc f est la fonction constante égale à 1.

2. Synthèse – Vérifions que la fonction constante égale à 1 est bien solution. Notons la f .
Alors (?) est vérifié car f est constante.
Et, pour tout z ∈ C, f(z) + zf(z) = 1 + z donc (??) est vérifié.
Bilan : Ainsi la seule solution de ce problème est la fonction constante égale à 1.

Exercice 5 –

1. On a

zn = i ⇐⇒ zn = ei
π
2

⇐⇒
( z

ei
π
2n

)n
= 1

⇐⇒ ∃k ∈ [[0, n− 1]] tel que
z

ei
π
2n

= ei
2kπ
n

⇐⇒ ∃k ∈ [[0, n− 1]] tel que z = ei(
2kπ
n + π

2n )

2. Soit z ∈ C \ {1}. D’après la question précédente(
z + 1

z − 1

)n
= i ⇐⇒ ∃k ∈ [[0, n− 1]] tel que

z + 1

z − 1
= ei(

2kπ
n + π

2n ).

Soit maitenant k ∈ [[0, n− 1]]. Résolvons l’équation z+1
z−1 = ei(

2kπ
n + π

2n ).
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Exercice 1



On a

z + 1

z − 1
= ei(

2kπ
n + π

2n ) ⇐⇒ (z + 1) = (z − 1)ei(
2kπ
n + π

2n )

⇐⇒ z
(
ei(

2kπ
n + π

2n ) − 1
)

= ei(
2kπ
n + π

2n ) + 1

∗⇐⇒ z =
ei(

2kπ
n + π

2n ) + 1

ei(
2kπ
n + π

2n ) − 1

⇐⇒ z =
ei(

kπ
n + π

4n )(ei(
kπ
n + π

4n ) + e−i(
kπ
n + π

4n ))

ei(
kπ
n + π

4n )(ei(
kπ
n + π

4n ) − e−i( kπn + π
4n ))

⇐⇒ z =
2 cos( π4n + kπ

n )

2i sin( π4n + kπ
n )

.

On obtient donc bien le résultat attendu.
Remarque : à l’étape ∗, on a bien pu diviser par ei(

2kπ
n + π

2n )− 1 car cette quantité est non nulle. En
effet

0 ≤ k ≤ n− 1 donc 0 ≤ 2kπ

n
≤ 2π − 2π

n
et donc

π

2n
≤ 2kπ

n
+

π

2n
≤ 2π − 3π

2n
.
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inspiré d’ecricome E 2003

1. (a) ch et sh sont définies sur R, donc ∀x ∈ R, −x ∈ R et ch(−x) = e−x+ex

2 = ch(x)

et sh(−x) = e−x−ex
2 = − (ex−e−x)

x = −sh(x). La fonction ch est paire, et la fonction sh est impaire.

(b) En +∞ : ex −→
x→+∞

+∞ et e−x −→
x→+∞

0 d’où sh(x) −→
x→+∞

+∞. Par imparité : en −∞ sh(x) → −∞ (ou refaire

les limites : ex → 0 et e−x → +∞ d’où sh(x)→ −∞). Quant à ch, ch(x)→ +∞ quand x→ ±∞.

(c) sh est dérivable sur R et ∀x ∈ R, sh′(x) = ex−(−e−x)
2 = ch(x) > 0. Donc sh est strictement croissante sur R (faire

un tableau !) Comme sh(0) = 0, sh négative sur R− et positive sur R+.

(d) ch est dérivable sur R et ∀x ∈ R, ch′(x) = ex−e−x

2 = sh(x). Signe connu. Faire le TV.

(e) ch(x)− sh(x) = ex+e−x−(ex−e−x)
2 = e−x > 0 pour tout x ∈ R.

2. (a) ch2(x)− sh2(x) = 1
4 [(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2] = 1

4 [e2x + 2 + e−2x − (e2x − 2 + e−2x)] = 1
4 [4] = 1.

(b) ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) = 1
4 [(ea + e−a)(eb + e−b] + 1

4 [(ea − e−a)(eb − e−b] = 1
4 [ea+b + ea−b + e−a+b + e−a−b +

ea+b − e−a+b − ea−b + e−a−b] = 1
4 [2ea+b + 2e−(a+b)] = 1

2 (ea+b + e−(a+b)) = ch(a+ b).
En appliquant la formule précédente à −b au lieu de b, on obtient ch(a − b) = ch(a + (−b)) = ch(a)ch(−b) +
sh(a)sh(−b) = ch(a)ch(b)− sh(a)sh(b) par parité de ch et imparité de sh.
Remarquer que les formules sont analogues aux formules sur le cos et le sin ! On peut donc deviner que sh(a+b) =
ch(a)sh(b) + sh(a)ch(b) (au signe près !) et vérifier ensuite par le calcul cette formule.

3. (a) ∀x ∈ R, sh(x) = 1⇔ ex− e−x = 2⇔ e2x−2ex−1
ex = 0⇔ e2x− 2ex− 1 = 0. Posons X = ex > 0. L’équation devient

X2− 2X − 1 à étudier sur R∗+. Or ∆ = 4 + 4 = 8 d’où deux solutions a priori X1 = 2−
√
8

2 < 0 (car
√

8 >
√

4 = 2)

et X2 = 2+
√
8

2 = 1 +
√

2 > 0 (car
√

8 =
√

4 ∗ 2 =
√

4
√

2 = 2
√

2). Finalement, pour X > 0, X = ex ⇔ x = ln(X)

d’où une seule solution x = ln(1 +
√

2).

(b) Première inégalité : évidente si y ≥ 0. Puis si y < 0, on utilise par exemple la quantité conjuguée : y+
√

1 + y2 =
(y+
√

1+y2)(y−
√

1+y2)

y−
√

1+y2
= y2−(1+y2)

y−
√

1+y2
= −1

y−
√

y2+1
> 0 car y < 0 et

√
y2 + 1 > 0 donc y −

√
y2 + 1 < 0.

Pour l’autre inégalité : évident pour y ≤ 0, puis pour y > 0, utiliser la quantité conjuguée... Ou par construction :
0 < 1 donc y2 < 1 + y2 donc par st. croissance de la racine,

√
y2 <

√
y2 + 1 càd |y| <

√
y2 + 1 soit encore

−
√
y2 + 1 < y <

√
y2 + 1 ce qui donne les deux inégalités directement !

(c) On généralise la méthode du a). Soit y ∈ R. Alors sh(x) = y ⇔ ex−e−x = 2y ⇔ e2x−2yex−1
ex = 0⇔ e2x−2yex−1 =

0. Posons X = ex > 0. L’équation devient X2 − 2yX − 1 = 0 à étudier sur R∗+. Or ∆ = 4y2 + 4 = 4(y2 + 1) > 0.

Deux solutions a priori X1 =
2y−
√

4(y2+1)

2 = y −
√
y2 + 1 ≤ 0 par b) et X2 =

2y+
√

4(y2+1)

2 = y +
√
y2 + 1 > 0.

On obtient une unique solution x = ln(y +
√
y2 + 1).

4. (a) Df = {x ∈ R|sh(x) 6= 0} = R∗ car par 3c) sh(x) = 0⇔ x = ln(0 +
√

02 + 1) = ln 1 = 0.
Puis ∀x ∈ R∗, −x ∈ R∗ et f(−x) = −x

sh(−x) = −x
−sh(x) = f(x). Donc f est paire.

(b) h est dérivable sur R+ et h′(x) = ch(x)− ch(x)− xsh(x) = −xsh(x) ≤ 0 car x ≥ 0 donc sh(x) ≥ 0. Donc h est
décroissante sur R∗+ et comme h(0) = 0, h est négative sur R+.

(c) f est dérivable sur R∗ et ∀x ∈ R∗, f ′(x) = sh(x)−x ch(x)
(sh(x))2 = h(x)

(sh(x))2 .

Donc f est décroissante sur R∗ et par parité, f est croissante sur R∗
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inspiré d’eml E 2017

1. (a) f est dérivable sur ]0,+∞[, et pour tout x > 0 :f ′(x) = ex − e
x et f ′′(x) = ex + e

x2 .

(b) pour tout x > 0 , on a f ′′(x) > 0 donc f ′ est strictement croissante sur ]0; +∞[.

(c) pas de FI : On a : f ′(x) = ex − e
x →

0+
−∞ et f ′(x) = ex − e

x →+∞ +∞ et f ′(1) = e1 − e/1 = 0 .

(d) Donc f ′ est négative sur ]0, 1] et positive sur [1,+∞[.

2. Donc f admet un minimum en 1 et f(1) = e. Pas de FI en 0 : lim
x→0

f(x) = +∞ et d’après les croissances comparées

en +∞, f(x) = ex − e ln(x) = ex(1− e ln x
ex )→

0+
+∞ .

3. En +∞, ln(x) est ”négligeable” devant ex donc f(x) se comporte comme ex (allure exponentielle en +∞).

4. (a) u est dérivable sur ]0; +∞[ et u′(x) = (f ′(x)− x)′ = f ′′(x)− 1.
Et comme pour tout x > 0 : f ′′(x) = ex + e

x2 > ex > 1, on a u′(x) = f ′′(x)− 1 > 0 sur ]0; +∞[.

(b) f ′(x) = x ⇔ u(x) = 0. Or u est continue et strictement croissante sur ]0; +∞[, lim
x→0+

u(x) = −∞ et u(x) =

ex− e
x −x = − e

x + ex(1− x
ex ) −→

x→+∞
+∞ d’après les croissances comparées. Donc u s’annule une et une seule fois

dans ]0; +∞[. De plus : u(1) = −1 < 0 et u(2) = e2 − e
2 − 2 > 7, 3− 1, 4− 2 > 0 , donc 1 < α < 2

5. Par récurrence : u0 = 2. Puis si un existe et un > 2 > 0 alors ([2,+∞[⊂ Df ), un+1 = f(un) est bien défini et
un+1 = f(un) > e > 2 d’après le TV. Conclure

6. Par récurrence : u1 = e2 − e ln(2) ≥ e2 − e > 2 = u0 (vu les encadrements). Puis, si pour un certain n, un+1 ≥ un,
alors comme f est croissante sur [2,+∞[, (et d’après 5.) f(un+1) ≥ f(un) soit un+2 ≥ un+1. Conclure.

7. (a) Faire deux études de fonctions en posant h(x) = 2 ln(x)− x puis k(x) = ex

3 − x (TV complet !)

(b) un+1 = f(un) = eun − e ln(un). D’après ce qui précède : eun > 3un et ln(un) 6 un

2 donc −e ∗ ln(un) > −eun

2 . On
obtient alors, en ajoutant les 2 inégalités : un+1 = eun − e ln(un) > 3un − eun

2 = 6−e
2 un.

(c) Faire une récurrence (idée de suite ”quasi” géométrique). Puis comme 6−e
2 > 1, ( 6−e

2 )n −→
n→+∞

+∞, donc par

comparaison, la suite u diverge vers +∞.

(d) Pour être sûr de un ≥ 1000, il suffit d’avoir 2( 6−e
2 )n ≥ 1000. On résout cette inéquation en passant au ln st.

croissant : n ln((6− e)/2) > ln(500) ⇔ n ≥ ln(500)
ln((6−e)/2)) (dénom >0), donc n0 = b ln(500)

ln((6−e)/2))c+ 1 convient.
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On considère un entier n strictement positif et on définit la fonction fn :R→R par :

∀x ∈R, fn(x) = nx − e−x.

1. a) On sait que lim
x→+∞

nx = +∞ et lim
x→+∞

e−x = 0. Par somme des limites, fn(x) admet une limite lorsque x tend

vers +∞ et lim
x→+∞

fn(x) = +∞.

b) On a fn(x)−nx = −e−x −→
x→+∞

0. Graphiquement, la courbe représentative de fn admet donc une asymptote

oblique d’équation y = nx au voisinage de +∞.

2. a) On sait que lim
x→−∞

nx = −∞ et lim
x→−∞

e−x = +∞. Par différence (forme « −∞−∞ »), fn(x) admet donc −∞ pour

limite lorsque x→−∞.

b) On étudie la limite de fn(x)
x lorsque x→−∞. On a fn(x)

x = n+ e−x
−x .

Or par croissance comparées, lim
x→−∞

e−x
−x = lim

y→+∞
ey
y = +∞ donc fn(x)

x tend vers +∞ lorsque x → −∞ : la

courbe représentative de fn admet une branche parabolique en −∞, de direction l’axe des ordonnées.

3. a) fn est dérivable sur R et on a, pour tout x ∈R, f ′n(x) = n+ e−x > 0. Le tableau de variation de fn est donc le
suivant :

x −∞ +∞
f ′n(x) +

fn(x) −∞
+∞

b)

4. Il s’agit de prouver que l’équation fn(x) = 0 admet une seule solution dans R. Pour cela, on prouve que fn est
bijective sur R et que 0 ∈ fn(R). On vérifie les hypothèses du théorème de la bijection :

• fn est continue sur R.
• fn est strictement croissante sur R.
• Aux bornes de l’intervalle on a lim

x→−∞
fn(x) = −∞ et lim

x→+∞
fn(x) = +∞ .

Ainsi fn réalise une bijection R dans ]−∞ ,+∞[ =R donc il existe bien un unique un ∈R tel que fn(un) = 0.

5. a) Pour tout n ∈N∗, on a fn(un) = nun − exp(−un) = 0 donc un = exp(−un)
n .

b) D’après l’égalité précédente, puisque exp est strictement positive, on a un = exp(−un)
n > 0 pour tout n ∈N∗.

c) Soit n ∈N∗. Comparons fn(un) et fn+1(un+1) :
• On sait que fn+1(un+1) = 0.
• Cherchons le signe de fn+1(un). On a :
fn+1(un) = (n+ 1)un − e−un = (nun − e−un ) +un = fn(un) +un = 0 +un = un > 0.

Ainsi fn+1(un+1) < fn+1(un) ce qui impose, puisque fn+1 est croissante, un+1 < un. Donc la suite (un)n≥1 est
décroissante.

d) La suite (un)n≥1 est décroissante et minorée par 0 donc converge vers une limite l ≥ 0.
Montrons que l = 0. Par l’absurde, si l > 0 alors nun −→n→+∞

+∞. De plus exp(−un) −→
n→+∞

exp(−l). Par somme

des limites on aurait donc nun − exp(−un) −→
n→+∞

+∞ ce qui est impossible puisque l’on sait par ailleurs

que nun − exp(−un) = 0 pour tout n ∈N∗.
e) Pour tout n ∈ N∗, on a nun = exp(−un) −→

n→+∞
1 (en utilisant la continuité de exp en 0 et le fait que

un −→n→+∞
0).
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