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Probleme 1

Calculatrices et Documents |Interdits
1. Questions préliminaires —

(a) Montrer que : Va € R

(cos(a))? = cos(3a) —Z 3cos(a)
ig, déterminer la valeur de sin
2. Soient un entier n € N et un réel € [0, 7]

(a) Montrer que

(b) En remarquant que 3 + 7§

(15):

n

i ((nt1)
Z(_l)keilm _ eiin(m;“) . Sln(

z+7) )
P sin(#57)
(b) En déduire l'expression de

Zn: cos (kx).

k=0

> ¥esthy? = S oo ()
k=0

Jsin ((n+1)2(at—|—7r)) cos (n(m;—w))
4sin(34T) "

4sin( )
4. Une seconde application — Soit (uy),>0 la suite réelle définie par up = 2, uy

3. Une premiére application — Montrer que, pour tout entier n € N et tout réel = € [0, 3[
n

= 2, :\/get:
VnEN, ’U,n_|_2:\/§ Un+1

(a) Déterminer I'expression de u,, en fonction de n
(b) Montrer alors que, pour tout n € N

n

> (-1

St ()(5),
Exercice 1

Soit un entier n > 1
1. Résoudre I'équation 2" =i d’inconnue z € C

n
2. En déduire que I'équation (ﬂ

Z_1> =7 d’inconnue z € C\ {1}

cos( X + ) aflmet pour ensemble de solutions
4”—2 | kelon- 1
isin( - 4 )
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Probleme 2

On considere les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique, notées ch et sh, et définies sur R par :

X

Vo €R, ch(z) = S o sh(x) =S
1. Etude des fonctions ch et sh :

(a) Etudier la parité des fonctions ch et sh.

2. Quelques formules
(a) Montrer que Yz € R, ch?(z) - sh(x) = 1.
(b) Montrer que ¥(a,b) € B2, ch(a +b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b).

En déduire une formule analogue pour ch(a — b). Qu'en est-t-il pour sh(a +b)?

3. On veut montrer que pour tout y € R, 'équation sh(z) = y d'inconnue x admet une unique solution que
I'on déterminera.

) Un cas particulier : résoudre I'équation sh(z) = 1 sur R.

(a
(b) Montrer que pour tout y € R, y+ /1442 > 06t y—/1+¢? <0.
(¢) Résoudre alors I'équation sh(z) =y, d'inconnue € R, avec y € R fixé.

T
4. Etude d'une fonction auxiliaire : on introduit la fonction f définie par la relation f(z) = ——

sh(z)
(a) Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f, puis sa parité.
(b) On pose : Yz € R*, h(z)=sh(z) -z ch(z). Etudier les variations de h; en déduire le signe de h.

(c) En déduire les variations de f sur R™, Puis le tableau sur R* tout entier.
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Probleme 3

On considere la fonction f :]0; +00[— R définie, pour tout  de ]0; 400, par : f(z) = €” —eln(z)

On admet les encadrements numériques suivants : 2,7 <e<2,8  7,3<e?<7,4 0,6 <In(2)<0,7

Partie I : Etude de la fonction f

1. (a) Calculer, pour tout z de ]0; +o0[, f'(z), puis f”(z), ot lon a noté f" la dérivée de f'.
(b) En déduire le tableau de variations de f'.
(c) Déterminer les limites de f" en 0 et en +oo puis préciser f'(1).
2. En déduire le tableau de variations complet de f et préciser la valeur du minimum f(1).
3. Tracer la courbe représentative de f.

4. (a) Etudier les variations de la fonction u :]0; +oo[— R
= f(z) -z
(b) En déduire que I'équation f'(z) = x, d'inconnue x €]0; +00[, admet une solution et une seule, notée
a, et montrer : 1 < ar < 2.

Partie I : Etude d’une suite

On considere la suite réelle (uy,)pey définie par : ug=2 et pour tout n de N, wupqy = f(up)
5. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u, > 2.
6. Montrer que la suite (u, )nen est croissante.

7.(a) Démontrer :  Vz € [2;400], 2In(z)<z<
(

e’
3
b 6—e

) En déduire : YneN,  uypq>
(c) Montrer alors:  VneN,  u, >2(%%)"  puis déterminer la limite de la suite u.
)

2 Un.

(d) Déterminer un entier ng tel que pour tout entier n > ng, u, > 1000.



ELBILIASY &

Prépas ECS 1 Problemes Corrigés | Prof. Mamouni |
. [http ://elbiliasup.ma} 2020-2021 [http ://myismail.net}
Probleme 4

On considere un entier  strictement positif et on définit la fonction f, : R —» R par:

YxeR, fy(x)=nx-e™.
1.a) Etudier l'existence et la valeur de la limite de f,(x) lorsque x tend vers +oo.
b) Déterminer la limite de f,(x) - nx lorsque x tend vers +oo et interpréter graphiquement le résultat.
2. a) Etudier l'existence et la valeur de la limite de f,(x)lorsque x tend vers —co.
b) Prouver que f, admet une branche parabolique en —co, de direction I'axe des ordonnées.

3. a) Etudier les variations de f, sur R.

b) Donner une allure de la courbe représentative de f, dans un repere orthonormé.
4. Montrer que 'équation nx —e™* admet une unique solution dans R. On note u,, cette solution.
5.a) Pour tout n € N*, exprimer u,, en fonction de exp(-u,,).

b) Etudier le signe de u,, pour n e IN".

¢) Démontrer que la suite (u,),>; est décroissante.

d) En déduire la convergence de la suite (u,),» et déterminer sa limite.

e) Montrer que lim nu, =1
n—+00

Exercice 2
On considere la fonction f définie par f(z) = In(Inz).

1. Déterminer I’ensemble de définition de f et montrer que f y est concave.
2. En déduire :

¥(z,y) €)1, +00[?, m(x;—y) > \/lnxTy

Exercice 3

A T’aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer
a) Yz € RY, z — 32° <In(l+ 1) <:17—%:1:2-|—%x3

b) Vz €[0,3], z — ga® <sinz <w

Exercice 4
1. Montrer que pour tout réel z, les intégrales S/(x) fo sin(zt)e ™" dt et C(x) fo teos(at)e" dt existent.

2. ATaide de Iinégalité de T-L, montrer : Va € R, ¥y € R : [sin(a+y) —sina —ycosq| < y—.

22
3. Montrer que Yz € R, ¥h e R*, Wt €[0,1] : ‘Sm loth)i) h‘sm(“)e ~ teos(zt)e™" < B [Bl 2,

4. En déduire que pour tout 2 € R, pour tout h € R* : ‘w - Clz)| < %‘ fo 2e~t dt.

5. Montrer alors que S est une fonction dérivable sur R et expliciter sa dérivée 3.
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Probleme 1

1. Questions préliminaires —

(a)

Soit a € R. D’aprés la formule d’Euler,

(cos(a))® =

eia 4 g—ia 3 eida 4 3ei2ap—ia y 3eiap—i2a 4 —ida
2 8 ’
Ainsi

eBe 4 e7i3e 4 3ei@ 4 37 2cos(3a) + 6cos(a)  cos(3a) + 3cos(a)

(cos(a))* = : - - - e,

I’avant-derniére étape provenant & nouveau de la formule d’Euler.

On remarque que 5 + T = 4753™ — I donc

Ainsi
n (TT) V3 V2 L V2 VEtv2
2) 2 2 2 2 4
On a
n n n n
Z( l)k ikx _ Z(_em)k _ (errrem)k _ ( (z+7r))
k=0 k=0 k=0 k=0

Or z € [0, 7[ alors ' # —1 et donc —e™® # 1 i.e. !®+™ £ 1 donc

n (ei(m+7r))n+1 -1 ei(z+7r)(n+1) -1

i(x+m)\k _ —
;(6 ) = gile+m) 1 gilz+m) _ 1

On utilise ensuite ’éternelle méthode dite de 'angle médian pour obtenir que

) (4D (edm) [ . (ntl)(etw) (D) (etm) . n+1l)(x+7 (n41) (z4m)
ez(m+7r)(n+1)_1 = ¢ 5 (62 5 _ et S ) — 9% sin (( )( ) o s )

2
De méme
eirtm) = i (ei¥ - e_izy) = 2isin (m —; W) e T
Ainsi
ei(a:+7r)(n+1) -1 B in(m;ﬂ) sin ((7L+1)2(x+7r))
ei(I+Tr) -1 =€ Sln((liJrﬂ') )
ce qui nous donne le résultat.
On peut remarquer que
n n n n
ik k ik k ik
Z( * cos(kx) Z ™) = ZR@ ((—1)*e™™) = Re (Z(—l) e’ ””) .
k=0 k=0 k=0 k=0

D’aprés la question précédente,

n .
n(etr) SID
E cos (kx) =Re (e” 2 . (
=0

sin

2 ) -Re (e’w)

(n+1)(z+7r) ) > sin ((n+1)(x+7r)
- (=57)

(IJ“”) sin

Ainsi

~ sin ("H)ﬂ n(z+m
Z(fl)k cos(kx) = ( ) 'cos( (z + )>

1+7r
— sin(*57T) 2
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3. Une premiére application — Soit un entier n € N et soit un réel z € [0, 5[. Alors d’aprés la
premiére question préliminaire

i (cos(kx))?

k=0

1 cos(3kx) + 3cos(kx)
4

-1)

n n

3
k
O( 1) cos(k3z) + Z kg_ *cos(kx).

I
NG
SNt

-~

D’aprés la question précédente et comme 3z € [0, 7],

- sin (D Bzt (3541
Z(_l)k cos(k3z) = ( 2 ) * COS <(3+)> .

3o+
— sin( 12”)

De méme comme z € [0, 7]

- sin (et n(x+m
z:(—l)’C cos(kx) = M - cos (H)> .

P sin(£4T) 2
Donc
n sin ( (n+1)(23:6+7r) ) COS (n(312+7r) ) 3sin ( (n+1)(ac+7r) ) coS (n(m;ﬂ') )
Z COS le’ ) s ( 3zt 4T
— 4sin(=5) 4 sm( )

4. Une seconde application —

(a) La suite (un)n>0 est récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est
—V3.z+1=0.

Le discriminant du trinéme ci-dessus vaut A =3 —4 = —1 = 2.
Ainsi les deux solutions complexes conjuguées de cette équation sont

\/§+7z i \/§—Z —3
3 = e'6 et g2 = 5 =e ‘6,

Il existe donc deux réels A et p tels que, pour tout n € N,

= \cos (n6 ) + psin (71677)

En remplacant on trouve que ug = A et u; = A- g + - %
Or ug = 2 et u; = v/3. On obtient alors A = 2 et w=0.
Bilan : Pour tout n € N,
nmw
Uy = 2COS (—) .

6

q1 =

(b) Soit n € N. Alors
S (- 1)ku _gz < ) |
k=0

Comme § € [0, 7], alors d’aprés la question 2.,

n L (n+1)7m
3 (-1)" cos <’m> Y G ) (n?ﬂ) ,
6 ”) 12

= sin ( %

Ainsi, d’aprés la deuxiéme question préliminaire,

n

Sy 2 () ().
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Or

4 AWV -V2) B
V6+v2 o 62 =V6-v2.

Donc on obtient bien

é(l)kuk =2(v6 — V2) cos <71n27r) sin (W) .

Exercice 1

1. Analyse —

(a) D’aprés (x*), B
FO+1-fID) =141 ie 2f(1)=2 ie. f(1)=1.

(b) Soit z € C tel que |z| = 1.
Comme |z| = |1| =1 alors d’aprés () et ce qui précéde f(z) = f(1) = 1.
Bilan : pour tout z € C de module 1, alors f(z) = 1.

(¢) Soit z € C tel que |z| # 1. D’aprés (xx) alors

{f(z)+zf(z) = 14z (L)
f&+zf(z) = 14z (L)

En calculant z(Ls) — (L), on obtient 2Zf(z) — f(z) = 2Z — 1 autrement dit
(12> =D f(2) = > - 1.

Comme |z| # 1 et que |z] > 0 alors |2|2 # 1 et donc f(z) = 1.

(d) On a ainsi montré que, pour tout z € C

1 sifz]=1
1 silz] #1

—N
=
—~
ISIIRN
S—
1

Donc f est la fonction constante égale a 1.

2. Synthése — Vérifions que la fonction constante égale a 1 est bien solution. Notons la f.
Alors (%) est vérifié car f est constante.
Et, pour tout z € C, f(z) + zf(Z) = 1 + z donc (%*) est vérifié.
Bilan : Ainsi la seule solution de ce probléme est la fonction constante égale a 1.

Exercice 5 —

1. On a

] T
3

=1 < z"=e
z n
= () =

g T
elan

<— 3Jke[o,n—1] telque — e n
= 3ke[o,n—1] telque z=e "5
2. Soit z € C\ {1}. D’apreés la question précédente

z+1 co2km | w
+ :eb(%-‘rTn
z—1

1 n
(z+1) =i < Jke[0,n—1] telque
S

zEl _ i34,
z—1

Soit maitenant k € [0,n — 1]. Résolvons I’équation
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On a
o 1 =R = (24 1) = (2 - DT
o
— ( e 1) _ ei(?"%-i-ﬁ) +1
N (AT 5) 1
TG
G+ ) (I AE T ) 4 oA )
= z=
iEE ) (eihE ) — ei(hE )
 2cos(f= 4 £x)
 2sin(£ + )’
4an n

On obtient donc bien le résultat attendu.
Remarque : a étape %, on a bien pu diviser par el
effet

+t37) — 1 car cette quantité est non nulle. En

2k 2 2k 3
OS—WS%T—I et donc —<—7T+— 27T_£
n n 2n 2 2n

0<k<n-—1 donc
n n
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Probléeme 2

inspiré d’ecricome E 2003

1. (a) ch et sh sont définies sur R, donc Vo € R, —z € R et ch(—x) = e_m;em = ch(x)

et sh(—z) = &< = — (e ;e_m) = —sh(z). La fonction ch est paire, et la fonction sh est impaire.
(b) En 400 : e* — 4ooet e™® — 0 dou sh(x) —> +oo. Par imparité : en —oo sh(x) — —oo (ou refaire
T —+00 T —r+00 T——+00
les limites : e* — 0 et e — 400 d’out sh(z) — —00). Quant & ch, ch(x) — +oo quand z — £oo.

(c) sh est dérivable sur R et Va € R, sh/(x) = w = ch(z) > 0. Donc sh est strictement croissante sur R (faire
un tableau!) Comme sh(0) = 0, sh négative bur R et positive sur RT.

x

(d) ch est dérivable sur R et Vo € R, ch/(z) = “=f— = sh(z). Signe connu. Faire le TV.

)

(e) ch(z) — sh(x )ZM—6_$>Opourtou‘cxeR

(a) ch?(x) — sh*(z) = g[(e” +e7*)% — (e* —e™*)?| = §[e* + 2+ 72" — (" — 2+ %) = ;4] = L.

(b) ch(a)c ( ) + sh(a )sh(b) = glle* +em) (e + e+ zlle* —em ) (" — e = Fle P F et P fem Mt p et

a+b —a+b ea— b + efafb] _ i[Qeaer + 267(a+b)] _ %(eaer + ef(aer)) — ch(a + b)
En appliquant la formule précédente a —b au lieu de b, on obtient ch(a — b) = ch(a + (=b)) = ch(a)ch(-b) +
sh(a)sh(—b) = ch(a)ch(b) — sh(a)sh(b) par parité de ch et imparité de sh.
Remarquer que les formules sont analogues aux formules sur le cos et le sin! On peut donc deviner que sh(a+b) =
ch(a)sh(b) + sh(a)ch(b) (au signe pres!) et vérifier ensuite par le calcul cette formule.

3.(a) Ve eR, sh(z) =1 e —e =24 % =04 e2® —2e¢* —1 = 0. Posons X = e > 0. L’équation devient
X2 —2X —1 & étudier sur R%. Or A = 4+4 = 8 d’olt deux solutions a priori X; = 2’2‘/§ <0 (car V8 > V4 =2)
et Xo = 2+‘[ =14v2>0 (car V8 =V4%2=+4/2 = 2\@) Finalement, pour X > 0, X = e* & z = In(X)
d’olt une seule solution z = In(1 + v/2).

(b) Premiére inégalité : évidente si y > 0. Puis si y < 0, on utilise par exemple la quantité conjuguée : y+ /1 + y% =

2 — 2 2 2
Wty lyty\}(;iy; ) _ Z:\(/ll—:yy; = y7\7y12+1 >0cary <0et /y2+1>0doncy—+/y2+1<0.
Pour I'autre inégalité : évident pour y < 0, puis pour y > 0, utiliser la quantité conjuguée... Ou par construction :
0 < 1 donc y? < 1+ y? donc par st. croissance de la racine, \/272 < Vy2+1 cad |y| < v/y?+ 1 soit encore
—v1y?2+1<y<+/y?+1 ce qui donne les deux inégalités directement!
(¢) On généralise la méthode du a). Soit y € R. Alors sh(z) =y & e"—e % =2y & % =0& ¥ —2ye*—1 =
0. Posons X = e” > 0. L’équation devient X2 — 2yX — 1 =0 & étudier sur R%. Or A =4y? + 4 =4(y* + 1) > 0.

Deux solutions a priori X; = 2Vl ”42(yz+1) =y — \/ 24+1<0parb)et Xy = = Vit 4(y2+1 =y++y2+1>0.
On obtient une unique solution x = In(y + y/y2 + 1).
4. (a) Dy = {z € R|sh(x) # 0} = R* car par 3c) sh(z) = O S zr=In0++v02+1)=Inl=0.
Puis Vz € R*, —z € R* et f(—z) = T = S = f(z). Donc f est paire.
(b) h est dérivable sur RT et h/(z) = ch(z) — ch(z) — xsh(z) = —xsh(z) < 0 car z > 0 donc sh(xz) > 0. Donc h est
décroissante sur R% et comme h(0) = 0, h est négative sur RY.

(¢c) f est dérivable sur R* et Vo € R*, f/(x) = Sh(é)hzi)c)};(z) = (Szgg)Q.

Donc f est décroissante sur R* et par parité, f est croissante sur R*

2.
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Probléme 3

inspiré d’eml E 2017

1. (a) f est dérivable sur |0, 4-o00], et pour tout = > 0:f'(x) = e* — S et f"(x) =" + 5
(b) pour tout z >0, on a f’(z) >0 donc f’ est strictement croissante sur |0; 00].
(c) pasde FI: Ona: f'(z) = —§—+>—ooet f’(x):e:”—gj tooet f/(1)=et—e/1=0
0 00

(d) Donc f" est négative sur |0, 1] et positive sur [1,+oo].
2. Donc f admet un minimum en 1 et f(1) =e. Pasde Flen 0 : lir% f(z) = +oo et d’apres les croissances comparées
T—

en +00, f(z) = e” —eln(z) = e*(1 — e"22) ) +00.
0

3. En +o0, In(z) est "négligeable” devant e” donc f(z) se comporte comme e” (allure exponentielle en +0c).

4. (a) u est dérivable sur |0;+oo] et v'(z) = (f'(z) —z) = f"(z) -1
Et comme pour tout z > 0: f*(z) =e” + 5 >e* > 1, onav'(z) = f(z) - 1> 0 sur J0; +-00].

(b) f'(z) =z & u(z) = 0. Or u est continue et strictement croissante sur 0; 400, lim u(z) = —oo et u(z) =
z—07F
e’ —2—r=—S+e"(1-5) — oo d'apres les croissances comparées. Donc u s’annule une et une seule fois

T—400

dans ]0;+o0[. De plus : u(1) = -1<0Oetu(2)=e*—§-2>7,3-1,4-2>0,donc1 < <2

5. Par récurrence : uy = 2. Puis si u,, existe et u, > 2 > 0 alors ([2,400[C Dy), upt1 = f(uy) est bien défini et
Un+1 = f(uy) > e > 2 d'apres le TV. Conclure

6. Par récurrence : u; = ¢* —eln(2) > €% — e > 2 = ug (vu les encadrements). Puis, si pour un certain n, u, 1 > Uy,

alors comme f est croissante sur [2,+oc, (et d’apres 5.) f(unt1) > f(up) s0it Upta > py11. Conclure.

7. (a) Faire deux études de fonctions en posant h(z) = 2In(z) — = puis k(z) = % — 1 (TV complet!)
(b) tpt1 = fluy) = €*» —eln(u,). D'apres ce qui précede : e > 3u,, et ln(un) < % donc —e*In(u,) > —e%. On
obtient alors, en ajoutant les 2 inégalités : u, 41 = e"» —eln(u,) > 3u, — ez 5= 62%”

(c) Faire une récurrence (idée de suite "quasi’ géométrique). Puis comme %3¢ > 1, (%5¢)" 2 +00, donc par
n—-+00

comparaison, la suite u diverge vers +o0.
(d) Pour étre siir de w,, > 1000, il suffit d’avoir 2(5¢)™ > 1000. On résout cette inéquation en passant au In st.

croissant : nln((6 — e)/2) > In(500) & n > (l(n(50;)/)2)) (dénom >0), donc ng = L%J + 1 convient.
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Probleme 4

On considére un entier n strictement positif et on définit la fonction f,: R — R par:

VX €EeR, fu(x)=nx—e.

1.a) On sait que hm nx =+coet lim e™ =
+00 X—+00

vers +oco et hm fu(x) = +o0.
X—+00

= 0. Par somme des limites, f,(x) admet une limite lorsque x tend

b) Ona f,(x)—nx=-e¢"* — 0. Graphiquement, la courbe représentative de f, admet donc une asymptote
X—+00
oblique d’équation y = nx au voisinage de +co.
—X _

2. a) On sait que hm nx=-coet lim e
—00 X—>—00

limite lorsque X — —o00.

= +oo. Par différence (forme « —co—c0 »), f,(x) admet donc —co pour

fu(¥) (\)

b) On étudie la limite de 22 lorsque X — —00.0na =n+&
o~ v X
Or par croissance comparées, lim < = lim £ = +oo donc @ tend vers +oco lorsque x — —oo : la
x——00 y—+o0 2

courbe représentative de f, admet une branche parabolique en —co, de direction I’axe des ordonnées.

3.a) f, est dérivable sur R et on a, pour tout x € R, f,(x) = n+e™* > 0. Le tableau de variation de f, est donc le

suivant :
X —00 +00
n(X) +
+00
X , 7
fol) .

b)

4. Il s’agit de prouver que I’équation f,(x) = 0 admet une seule solution dans R. Pour cela, on prouve que f, est
bijective sur R et que 0 € f,(IR). On vérifie les hypotheses du théoreme de la bijection :
* f, est continue sur IR.
* f, est strictement croissante sur RR.
* Aux bornes de l'intervalleona lim f,(x)=-coet lim f,(x)=+o0.
X——00 X—+00

Ainsi f, réalise une bijection R dans ]—co, +oo[ = R donc il existe bien un unique u, € R tel que f,(u,) = 0.

5.a) Pour tout n € N*, on a f,,(u,) = nu, —exp(-u,) =0 donc u, = M.
b) D’aprés I'égalité précédente, puisque exp est strictement positive, on a u, = w > 0 pour tout n € IN*.
¢) Soit n € N*. Comparons f,(u,) et fo1(tpe1) :
* On sait que f,41(4y41) = 0.
. Cherchons le signe de f,,(u,). Ona:
foar (u n+1)un—e‘“"—(nun—e“ +uy = fuluy)+u, =0+u, =u,>0.
Ainsi f,,+1 ne1) < fus1(uy,) ce qui impose, puisque f,11 est croissante, U, < u,. Donc la suite (u,),>; est

décroissante.

d) La suite (u,),>1 est décroissante et minorée par 0 donc converge vers une limite / > 0.
Montrons que I = 0. Par I’absurde, si [ > 0 alors nu,, — +co. De plus exp(-u,) — exp(-I). Par somme
n—+o0o n—+oo
des limites on aurait donc nu, —exp(-u,) —> +oo ce qui est impossible puisque l’on sait par ailleurs
n—-+oo
que nu, —exp(—u,) =0 pour tout n € IN*.
e) Pour tout n € IN*, on a nu, = exp(-u,) — 1 (en utilisant la continuité de exp en 0 et le fait que
n—+oo

u, — 0).
n—-+oo



