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DEVOIR SURVEILLE N° 5
Polynomes
Matrices

Durée : 4 heures
Lundi 1 Mars 2021
Documents et Calculatrices Non Autorisés

Exercice 1
0 0 1
Soit la matrice H= [0 =2 0 |. On note également A, =1 — /2 et Ny = 1 + /2.
1 0 2
a, 0 by
1. Montrer que pour tout n € N, il existe deux réels a,, et b, tels que H* = [ 0 (=2)" 0 |, et exprimer
b 0 a,+2b,

(p+1 €t by41 en fonction de a, et by,.

2. Pour tout entier n € N, exprimer b,+9 en fonction de b, 11 et b, puis en déduire I'expression de b, en fonction
de n, Ay et Ao,

3. Pour tout entier n non-nul, exprimer a, en fonction de n, A; et Ag.

Exercice 2
000
Soit D={0 3 0| € M;s(R)et'ensemble E={M € M3(R) / MD = DM}.
003

1. Déterminer les matrices de E.

2. On considére I'équation M2 — M + D = 0 d'inconnue M € M;3(R).
(a) Montrer qu'il n'existe pas de solutions M telles que M soit diagonale.
(b) Montrer, sans calculs de tableaux, que si M est solution, alors M € E.

(c) ** Montrer qu'il existe une infinité de solutions a cette équation.
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Exercice 3

On définit une suite de polynomes (P, ),cy par :
Fy(X) =2, Pi(X) = X et pour tout n € N, Pyya(X) = XPois(X) - Py(X).

1. Déterminer P, et Ps.
2. Rappeler précisémment les formules reliant deg(P + Q) & deg(P) et deg(@Q), pour P,Q € R[X].
3. Déterminer le degré de P, pour tout n € N,
4. Montrer que pour tout z€ C*,  Pyfe+1)=2"+ .
5. () Soit t € R. Déterminer un nombre complexe 2 de module 1 tel que 2 + % =cost.
En déduire la valeur de P,(2cost) en fonction de n et t.
(b) Reésoudre, pour n > 1, 'équation cos(nt) = 0 d'inconmue ¢ €]0, 7], Combien y a-t-il de solutions distinctes?
(c) ** En deduire les racines de P,,, pour n > 1. (Justifier qu'on les obtient bien toutes!)

Exercice 4
On considere la suite de polynomes (T, ),y définie par To(X) =1, T1(X) =1-2X et

pour tout n € N, T, 49(X) = 2(1 = 2X) T 11 (X) — To(X).
On pose de plus : ¥n € N, v, = T,(-1).

1. Déterminer le polynome T; ainsi que les réels vy, v1 et vs.

2. Reconnaitre la suite (vy,)pen. En déduire Pexpression de v, en fonction de n.

3. Démontrer que pour tout n € N, v, est un entier strictement positif.

4. Pour tout n € N, déterminer le degré de T}, et montrer que T}, est a coefficients entiers.

5. Pour tout n € N, quel est le coefficient dominant de T}, 7 Aucune justification n'est attendue.

Exercice 5 3 -1 1 10 1 20 1
Soit les matrices A= (2 0 2|,Q=1{1 1 1]etT=({0 2 1
1 -1 3 011 00 2

1. (a) Calculer A% — 4A.
(b)

2. (a) Déterminer la matrice N € M3(R) telle que T = 2I + N et calculer N2,
(b)

b) Déterminer alors, pour tout entier naturel n, la matrice 7™ en fonction de I et de N, puis en fonction
de Iet deT.

3. (a) Montrer que la matrice Q est inversible et déterminer Q1. On admettra ensuite que A= QTQ.
(b) Montrer que pour tout n € N, A® = QT"Q".

)

)

En déduire que A est inversible et déterminer A~

(c) En déduire que pour tout n € N, A" = n2" 14 — (n - 1)2"].

(d) Vérifier alors que la formule du 3.(c) reste vraie pour n = —1.
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Exercice 6
Le but de I'exercice est de résoudre 'équation M3 = A d'inconnue M € M3(R) oti A est la matrice
suivante

8§ 2 -10
A=103 -3

02 -2

On définit de plus la matrice

o

[l
O O =
o
DO QO DO

1. Question préliminaire — Soient o, B et 7 trois réels distincts.
Déterminer 'ensemble des matrices qui commutent avec la matrice diag(a, 3,7).

2. (a) Montrer que la matrice P est inversible et calculer P71,
(b) On pose alors D = P~ AP. Calculer la matrice D.

3. Analyse — Soit M € M3(R) une matrice solution de I'équation c'est-a-dire vérifiant M? = A.

(a) Montrer que A et M commutent.
(b) En déduire que P"'MP et D commutent.
(c) Justifier alors que P~ M P est une matrice diagonale. On note alors A cette matrice diagonale.
(d) Vérifier que A3 = D et déterminer explicement A.
)

(e) Déterminer alors M.

4. Synthése — Conclure.
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n—1
Pour tout entier n > 2, on pose P, (X) = Z (Z) Xk,
k=0

1. Soit un entier n > 2 fixé dans toute cette question.
(a) Donner le degré et le coefficient dominant de P,.
(b) On note (E) l'équation (z + 1)™ = 2™ d’inconnue z € C.
i. Vérifier que 0 n’est pas solution de (E).
ii. Montrer que l'ensemble des solutions de (E) est

(¢c) Montrer que

2. Pour tout entier n > 2, on pose
n—1

km
A:”' — .
n sm<n>
k=1

ke [[1,n—1]]}.

(a) Compléter le programme suivant qui permet de calculer A, entier n étant rentré par I'utili-

sateur :

end
disp(...)

(b) Soit n > 2. En remarquant que P,(0) = 1, montrer que

(*)

n
on—1"

L’égalité (%) est donc valable pour tout entier n > 2.

A, =

(c) Vérifier « a la main » égalité (x) pour n =2, n =3, n =4 et n = 6.

(d) Soit un entier n > 1.

i. Montrer que

ii. En déduire que

(e) Soit un entier n > 1. En imitant la démarche de la question précédente, montrer que

ﬁsin kr \  V2n+1
Pt n+1/)  on
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Exercice 1
Warning . , a0 b
L-.Mgans- EEgcaiTenice que pour tout n € N, il existe deux réels a,, et by, telsque H" = | 0 (=2)" 0
The remdV Sage will never be recovered, do you want to delete it anyway? by 0 a, +2b,,

ok AMNSEBTRMRIDASE il REYEhPIRTRERY SRA FHD YOR waph iofelete k@pyway?permettent d’avoir la forme

1 L4
SOULL@E: Annuler

a, 0 by,
Supposons que pour un certain n, on a trouvé deux réels a,, et by, tels que H* = | 0 (=2)" 0 . Et
b, 0  a,+2b,
On41 0 bn+1
trouvons deux réels a,+1 et by tels que H*1=| 0 (=2)**! 0
bn-l—l 0 (p+1 + 2bn+1
a, 0 by 0 0 1 by, 0 ap + 20,
Or H"™' = H"H = | 0 (-2)" 0 0 -2 0] = 0 (-2)t1 0 . Donc en

by 0 ap+2b,) \1 0 2 an + 2by, 0 2a,, + 3by,
posant a,+1 = by (%) €t b1 = ay + 20, (%) on a la forme voulue.
Conclure, en donnant les relations de récurrence trouvées des deux suites.

2. Pour tout n € N*| en utilisant (**) byy9 = ans1 + 20,41 = by + 20,41 d’apreés (*). Donc la suite (b, )nen est
récurrente linéaire d’'ordre 2 : on résout 22 =20+ 1< 2> — 20— 1=0.
OntrouveA:Sd’oilxl:¥:%:1—\/§:)\1 et de méme, x9 = \s.
Donc : (), i) € R? tels que pour tout n € N, by, = A(A)™ + p(Xo)™

)\()\1)0 + M()\Q)O =0y { A+ = 0

puisque by = ag + 2by = 1

Les conditions initiales donnent : { A + ) = by My + g = 1
=1

A= —H = — [t 3

i1 yaY &
{—N(l—ﬁ)wmﬁ):l {2uﬂ:1 {u;ﬁ
Finalement pour tout n € N, b, = 2—\1&(_(1 _ \/§>n +(1+ \/§>n)

3. Pour la forme explicite de a,, inutile de refaire tous les calculs!

On sait que pour tout n € N, a,,+1 = b,, donc pour tout |n € N* | a, = b,_1.

(Ici I'énoncé demandait explicitement la forme de a, pour n non-nul, mais j'ai décidé de le rédiger comme si
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Exercice 2/, p 0 3 3 00 0
L Soit M=1|d e f]eM;R).Alors MD= (0 3e 3f|et DM=|3d 3e 3f].
g h i 0 3h 3i 39 3h 3i
a 0 0
Dou MD=DM &b=c=d=g=0et E={|0 e f],aefhicR}
0 h i
a 00 - 0 0
2. (a) Soit une matrice diagonale M = {0 b 0| alos M>*~M+D=| 0 0*-b+3 0
00 ¢ 0 0 d—c+3

done M? =M +D=0=b*—b+3 =0 impossible car A < 0.
(b) M*~M+D=0&D=M-M*dot DM = M*~M? et MD = M*— M3, Donc MD = DM et M € E.

(c) *** Les solutions sont & chercher parmi les matrices de E : on commence donc par résoudre 1'équation avec
de telles matrices.

a*-a=0 ala-1)=0

0 0 e +hf-e-3=0 e +hf-e+3=0

e [l AlorsM*-M+D=0&1{ ef+if-f=0 &{ fleti-1)=0

hoi eh+ih—h=0 hle+i-1)=0

fhtit—i-3=0 fhti?—i+3=0

Le systeme étant difficile, on ne va pas chercher a le résoudre par équivalences.

I suffit de trouver une infinité de solutions. Pour Ly, choisir a = 0 ou a = 1. Pour valider L3 et Ly, prendre

e+i—1=0&1i=e—1(sionavait pris f = h =0, les lignes Ly et L5 n’auraient pas donné de solutions

cf 2.(a)). Réaliser alors que sous cette condition, Ly = Ly. Il reste donc Ly (en plus de i = e — 1; et de

a € {0,1}). Or des que hf < 0, on obtient A > 0 donc il y aura deux solutions en e (donc en i).

[l'y a une infinité de hf < 0 possibles d’out la conclusion.

Soit M =

o O 2




ELBILIASY &

prépas £CS 1 Problemes Corrigés | Prof. Mamouni |
[http ://elbiliasup.ma} 2020-2021 [http ://myismail.net}
Exercice 3
1. On calcule Py(X) = X Py (X) - Py(X) = X2 = 2 et P3(X) = XPo(X)= Py (X) = X3 - 3X.
2. cf cours!

3. On conjecture que le degré de P, est n. Montrons-le par récurrence double sur n € N.
Initialisation : Comme Py(X) =2, deg Py = 1 et comme P;(X) = X, deg P, = 1.
Hérédité : Soit n € N, supposons deg(P,) = n et deg P41 = n+1. Alors deg(X Py11) = n+2 et deg(—P,) = n.
Comme |n 4 2 # n |, on en déduit que deg(X P, 41— P,) = max(n+2,n) = n+2, i.e. deg P19 = n+2. Conclure.

4. SOit z € C*. Montrons par récurrence double sur n € N la proposition " P, (z + 1) = 2" + 1~
Initialisation : Comme P est constant, on a Py(z + 1) =2 et 2+ 5 =2 (rappel : 2° =1).
De méme, Pi(z+1)=z+1=214 1%
Hérédité : Supposons que pour un certain n : Py(z) = 2" + & et Pyyi(z) = 2" + L. Alors d’apres la
relation de récurrence, Pyyo(z + 1) = (2 + 1) Py (2 -|- H-P (z +1)
=HR] (z4+ )"+ 2) - (2" + &) = 2"+ S + 2"+ 2 - (" + ) = "2 + . Conclure,
5. (a) Soit t € R. On cherche z sous la forme z = ¢’ (pulsque z de module 1). Alors z + 1 = ¢ 4 ¢ = 2cos(6)
d’apres les formules d’Euler. On en déduit que f =t convient. Donc z = e’ est solution.
On a alors Py(2cost) = Py(z + 1) = 2"+ & = ™ + e = 2cos(nt).
(b) On sait (cf chapitre 1) : cos(nt) = 0 & nt = 5 + 2kr ou nt = —J + 2km avec k € Z
Gnt=7%+kraveckelet= (%H) aveck:EZ( #0).

Comme on cherche les solutions dans ]0 7], Vensemble des solutions est S = { %H ke o,n—-1]}
Il y a n solutions distinctes.

(c) Comme P, (2cost) = 2cos(nt), on obtient en utilisant la question précédente que pour t € S, P, (2cos(t)) =0
(2k+1)

cad 2cos(t) est racine de P,. Donc on obtient n racines : 2cos(*=5—"),k € [0,n — 1], puisque ces racines
sont bien distinctes (cos est strictement décroissante sur ]0, 5| donc mJectlve ).
De plus P, est de degré n, donc il a au plus n racines : on les a bien toutes.
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Eice A
Wﬁ{&fﬁe&l—8x+8x2;u0:1, v =1-2(-1)=3etv,=1-8(~-1)+8=17.

2.

Soit n € N. En X = —1, la relation de récurrence donne : T,19(—1) = 2(1 — 2(—1))T,41(-1) = T,(-1) d'on

Upto = 6vp 41 — vy, La suite v est récurrente linéaire d’ordre 2, donc on résout 1'équation caractéristique :

?=6r-1e2>—62+1=0, A =32 Deux solutions % =3 — /8 et 3+ /8. Donc il existe un unique couple
=1

(A, 1) de réels tel que : ¥n € N, v, = A(3 — v/8)™ + (3 + v/8)". On résout alors { i(—l?:’lj V) + p(3+ V) =3

A=p=3DouVneN v, =1(3-V8)"+1(3+V8)"

Comme /8 < /9 = 3, on voit sur I'expression précédente que v, > 0 pour tout n € N. Il reste & montrer que v,
est un entier. Par récurrence double : vo =1€ Net vy =3 € N.

Supposons que pour un certain n, v, € N et v,.1 € N, alors v, 19 = 6v,11 — v, est un entier, et par ce qui précede,
Up+2 > 0. Dot v,,49 € N. Conclure.

=

4. Montrons par récurrence double que T, est de degré n et que T), est a coefficients entiers.

Ok pour Ty et Ty. Supposons qu'il en est de méme pour T;, et Tj,11. Alors comme deg(2(1 — X)T,11) = 1+
deg(Th11) =1+ (n+1) = n+2 et que deg(T,,) = n, par somme (puisque n # n + 2), deg(T,+2) = n + 2. Quant
aux coefficients du polynome T, 1, la relation de récurrence T,,19(X) = 2(1 —2X)T,,11(X) — T,,(X) combinée avec
les hypotheses de récurrence, donne le résultat. Ccl

5. On devine que pour n > 1, le coefficient dominant de T, est —2(—4)""! ce qu'on pourrait montrer par récurrence

double ... Et pour n = 0, le coefficient dominant est 1.

Exercice 5

1.(a)
00
2.(a) N=T-2I=0 0
00

1. (a) A2 44 = 4]
(b) On déduit de la 1.(a) que 5*A% + A =T cdd que A(—1A+I) =I. Donc A est inversible et A~ = —TA+1.

. Alors N2 =N x N =03.

S = =

(b) Les matrices I et N commutent; d’apres la formule du binéme, T" = (2 + N)" = ) (Z) NE@21)"*. Comme

N* =0 pour tout k > 2, on obtient pour n > 1 (attention, si n =0, il n’y a qu'un seul terme dans la somme),

T = 3 (HNHRE)E = (NI + (TN L) = 20T 42,

On remarque que pour n.=0: 2" +n2" N =27 40 =1 = T° donc la formule trouvée reste vraie.
Done Vn € N, T% = 2 4+ 2" "IN = 2] 4+ n2" YT — 2I) = 2"1 + n2" 1T — n2"[ = —(n — 1)2"] + n2""'T.

3. (a) Poser les matrices X et Y, et résoudre le systéme QX =Y pour obtenir I'inversibilité de Q) et la matrice Q.

0 1 -1
Ontrouwve @ '=|-1 1 0
1 -1 1
(b) Par récurrence : pour n =0, A’ =T et QT°Q ' =QIQ'=QQ ' =1I.
Supposons alors que pour un certain n € N, A" = QT"Q~". Alors
AV = A" A = QT"Q'QTQ ' = QT™MITQ~! = QT Q. Conclure.
(c) En utilisant les questions 3.(b) et 2.(b), on obtient A™ = QT"Q~* = Q[-(n — 1)2"[ + n2"~'T])Q "
=—(n-1)2"QIQ™t +n2"'QTQ ! = —(n - 1)2"[ +n2"1 A.
(d) Pour n=-1, —(n—-1)2"[ +n2" A= —(-2)27 1= 2724 =] - {A = A d’apres 1.(b). La formule du 3.(c)
reste donc vraie pour n = —1.
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Exercice 6

1. Question préliminaire — On pose

b
B = e
h

Q Q. 2
S S 0

On calcule Bdiag(a, 8,7) et diag(a, 8,v)B et 'on montre (en raisonnant par équivalences) que

Bb = ab b = 0
ye = «ac c =0
Bdiag(a, 5.7) = diagla, 5B = ¢ 90 = 00 = § 9 7
ag = 9 g =0
Bh = ~h h = 0

la derniére équivalence découlant de ce que les trois réels «, § et v sont distincts.
Ainsi 'ensemble cherché est I’ensemble des matrices diagonales.

2. (a) Méthode habituelle par résolution de systéme linéaire. On trouve que P est inversible et

1 0 -1
pt'=[0 -2 3
0 1 -1

(b) On trouve que D = diag(8,0,1).

3. Analyse —
(a) On peut écrire AM = M3M = M* = MM?3 = MA.
(b) On en déduit alors que

P 'MPD =P 'MPP'AP =P '(MA)P = P Y(AM)P = P"'APP™'MP =DP'MP.

(c) D’aprés la question préliminaire, comme 8, 0 et 1 sont trois réels distincts, la matrice P~ M P
est diagonale.

(d) Comme A = P~'MP alors A3 = P"'M3P = P~'AP = D.
Posons alors A = diag(a, b, ¢). Alors A® = diag(a?, b3, ¢3). Donc

diag(a®, b3, %) = diag(8,0,1).

On en déduit que a® =8 i.e. a =2. De méme b =0 et ¢ = 1.
Vérifier que A% = D et déterminer explicement A.

(e) Comme A = P7YMP alors M = PAP~!. En explicitant les trois matrices et en faisant un
calcul de produit de trois matrices, on trouve

2 2 -4
M=10 3 -3
0 2 -2

4. Synthése — On pose M comme & la question précédente et on calcule M3. On trouve bien A.
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Exercice

1. (a)
(b)

()

7

On voit que le degré de P,, est n — 1 et que son coefficient dominant est (nfl) i.e. n.
i. Comme (0+1)" =1 # 0= 0" alors 0 n’est pas solution de (F).
ii. Soit z € C tel que z # 0. Alors

1 n
(z+1)"=2" = <Z+ > =1

z
1 2k
= Hlse[[o,n—l]]t.q.zJr =i 5"
z
1 ™
= er[[l,n—l]]t.q.zJr =i 5"
z

carz+17ézetdoncz—jl7él.
Soit maintenant k € [1,7 — 1]. Alors %™ — 1 # 0 et donc

>
K

z+1 i 2km ;2
— e n — z24+1=¢€e"""n 2
z

< Z = — .
et n —1

Or d’aprés la technique de ’angle médian puis une formule d’Euler

; km ; km .

1 e e —1 e
= Tk S Er o - kx\ kmy € "

S —emtS 2isin (BT)  2sin(AF)

n

L’ensemble des solutions de (EF) est donc bien

_Z sk
S — — .@717
{QSiH(T)

D’aprés la formule du bindéme de Newton,

ke [[1,n—1]]}.

P.(X)=(X+1)" - X"

Ainsi les racines (complexes) de P, sont exactement les solutions (complexes) de (F). L’équation
(E) admet n — 1 solutions distinctes d’aprés la question précédente et P, est de degré n — 1
et de coefficient dominant égal & n donc on en déduit directement que P, se factorise comme

suit : )
1 e
P,(X) = X+ —->—-e'n .
( ) ’I’LH( 2Sin(k7r) e )

Remarque : pour justifier que les n — 1 complexes de l’ensemble S sont distincts, on peut
remarquer que leurs arguments respectifs vérifient
(n—1)~

m
T - <... < —= <0
n n
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2. (a) Voici le programme complété :

n = input(’entrer une valeur de n :’)
a=1
for k = 1:n-1
a = axsin(k*Ypi/n)
end
disp(a)

(b) On remarque en effet que P,(0) = (0+1)" — 0" =1 (car n > 1).
Or d’apres la question 1.(c)

n-l . _jkn n—1, —jz.no=D n—1(,—iZ\n—1
et et T 2 i"e"2) n
Pn O = = . = . = .
(0)=n 2sin(&m) " oan—=14 " oan—=14 oan—=14
k=1 n
Donc
1=_"
anlAn
ce qui nous donne bien l'égalité ().
(¢) Par définition
! km T 2
Ay = Hsin<2> :Sin<§) :125.
k=1
De méme )
k 2 3 3 3
Az = Hsm (ﬂ) —sm(—)sin (;) = % g = 2
k=1
De méme 5
kn V2 V2 1 4
A = _— = — 1 _— = = —
4 Hs1n(4> 5 CEX T 2~ 93
k=1
Enfin .
km 1 V3 V3 1 3
A - - = = —_— ]_ _— _— —_—— —
6 kUlsm(ﬁ) 2 T X T 6
(d) i. Par définition (comme 2n > 2)
n—1 2n—1 n—1 2n—1
. km . km . km . km
Ay, = Hsm<2n) x 1 x H sm(2n> = Hs1n(2n) X H sm(an).
k=1 k=n+1 k=1 k=n+1

Or, par le changement d’indice [k’ = 2n — k],
2n—1 2n—1 n—1
. km . ((2n—k)7 . [k
H Sin <7T — 211) = H sin <2n> = H sin <27’L> .
k=n-+1 k=n-+1

On obtient donc bien
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ii. Comme 2n > 2, d’apreés (%),

Donc

Comme

car la fonction sin est positive sur [0, 7], alors on obtient bien

(e) Comme 2n + 1 > 2, alors par dé

- km
Aopt1 = i
i =10 (5075

n—1

. [k Vn
H sin (Qn) = Su1-
k=1

finition

X ﬁ sin ko = ﬁ sin ke
) n+1) Pt 2n

k=n+

Or, par le changement d’indice [k’ = 2n + 1 — k],

k=n+1

Donc

2
L km
Agpy1 = (ICI:‘[lsm <2n—|— 1) )

Or d’apres (%),

Donc

(

2n kn 2n
H sin<7r— 2n—|—1> = H

k=n+1 2n+1

2n+1
Agpt1 = T92n -

Pour les mémes raisons que précédemment

donc

ﬁsin kr \ _ V2n+1
2n+1)

“in ((Zn +1-Kk)7

_2n+1

n 2
. km

H sin 1 =~

k=1 n

2n kn
X H sim(w—2 +1>.
n

k=n-+1

n

H . ( km )
sin .
2n+1

k=1




