ELBILIASY X

prépas £CS 1 Problemes Corrigés | Prof. Mamouni |
[http ://elbiliasup.ma} 2020-2021 [http ://myismail.net}

CONCOURS BrAaNC N° 2

Matrices
Probas | (Elémentaire &
Conditionnelle)

Lundi 15 Mars 2021
Durée : 4 heures

Documents et Calculatrices Non Autroisés

Exercice 1. - Quand Colin est satisfait de son petit déjeuner...
En cours de mathématiques, Colin s’assoit toujours seul ou a c6té de son ami Mathieu.
Lorsque Colin a pu avoir un jus d’orange frais au petit déjeuner, il est plutéot de bonne humeur et

N

est alors assez favorable a se mettre a c6té de son ami Mathieu en cours. Ainsi, si Colin a pu avoir
un jus d’orange frais au petit déjeuner, il a une probabilité de % de se mettre a c6té de Mathieu en
mathématiques. En revanche, lorsque Colin n’a pas eu de jus d’orange frais au petit-déjeuner, il est
plutot de mauvaise humeur et devient assez solitaire. Il a alors une probabilité de % de se mettre a
coOté de son ami Mathieu.

La cantine de Janson, ayant a coeur la bonne santé des étudiants de la cité scolaire, fait en sorte
que chaque étudiant puisse avoir un jus d’orange frais au petit déjeuner avec une probabilité de %.

On suppose que, d’un jour a ’autre, les possibilités ou non d’avoir un jus d’orange frais a la cantine,
sont indépendantes. On introduit les événements suivants.

e Pour tout n € N*, on note (), : 7Colin s’assoit & c6té de Mathieu au n-éme jour de cours.”

e Pour tout n € N*, on note O,, : ”Colin peut avoir un jus de fruit frais n-éme jour de cours.”

e Pour tout n € N*, on note B,, : ”Colin ne s’est pas assis a c6té de Mathieu en mathématiques
deux fois de suite pour la premiere fois au (n — 1)-eéme et n-éme jours de cours”.

1. Dans cette question, on consideére un jour de cours n € N* quelconque.
(a) Montrer que P(C),) = %.
(b) On constate que Colin n’est pas assis 4 coté de Mathieu en mathématiques. Quelle est la

probabilité qu’il n’ait pas eu de jus de fruits frais le matin en question ?
2. Pour tout n € N*, on pose u,, = P(B,).

(a) Calculer uy et us.

(b) Montrer que : Vn € N*| u,i12 = %u,,,+1 + %un. On pourra introduire un SCE adapté en
procédant a une disjonction des cas selon que Colin se soit ou non assis a co6té de Mathieu
en mathématiques les deux premiers jours de cours.

(¢) En déduire que la suite (uy)n>1 converge vers 0.

n
3. Pour tout entier naturel » non nul, on pose S,, = Z U
k=1

(a) Montrer que S,, représente la probabilité d’un certain événement, dont on donnera un libellé
explicite.

(b) En utilisant la relation démontrée a la question 2.(b), montrer que, pour tout n € N*,

1 4 4
S, —— == — S,
n+2 25 5 n+1+25 n

(¢) En déduire que, pour tout n € N*,
1 1 1
2550 = g5 5 Untl — Un2;

puis montrer que la suite (S, ),>1 converge vers une limite que I’on déterminera.
Interpréter ce résultat.

(d) Ecrire une fonction Scilab u(n) permettant de calculer le néme terme de la suite u (pour
n > 3). Ecrire une fonction Scilab S(n) permettant de calculer la néme terme de la suite S
(pour n > 3). Comment faire pour ”vérifier” votre réponse a la question précédente ?
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Probleme 1 on dispose de trois urnes, notées A, B et C telles que :

o 'urne A contient une boule rouge et une boule noire,
e I'urne B contient une boule rouge et deux boules noires,

e I'urne C contient deux boules rouges et une boule noire.

Les boules sont supposées indiscernables au toucher. On effectue dans ces urnes une succession d’un
grand nombre de tirages selon le protocole suivant :

o le premier tirage se fait dans l'urne A,
« aprés chaque tirage, la boule obtenue est replacée dans 'urne dans laquelle elle a été piochée (ainsi
les contenus respectifs des trois urnes ne changent pas au cours du temps),

e pour tout n € N*  si la boule obtenue au n-éme tirage est noire, alors le n + 1-éme tirage sera
effectué dans la méme urne que le n-éme tirage ; si en revanche la boule obtenue au n-éme tirage est
rouge, alors le n 4+ 1-éme tirage sera effectué dans une urne différente (I'urne B si le n-éme tirage
est effectué dans 'urne A, 'urne C si le n-éme tirage est effectué dans 'urne B et 'urne A si le
n-éme tirage est effectué dans l'urne C).

Pour tout entier n > 1, on note A,, 'événement « le n-éme tirage est effectué dans l'urne A », B,
I’événement « le n-éme tirage est effectué dans l'urne B » et C,, ’événement « le n-éme tirage est effectué
dans l'urne C ».

Cette expérience est modélisée par un univers fini ) sur lequel est définie une probabilité PP.

Pour tout n € N*, on pose a, = P(A,), b, =P(B,) et ¢, = P(Ch).

1. Justifier que, pour tout n € N*, a,, + b, + ¢, = 1.
2. Montrer que, pour tout n € N*,

1 2 1 2 1 1
an+1:§an+§cna bn+1:§an+§bn et Cn+1:§bn+§cn~

3. En déduire que, pour tout n € N*,

2 2
Gpt1 — 7 an + =

Ap42 = 9 9"

4
13’

(a) Montrer que la suite (uy,)n>1 est récurrente linéaire d’ordre 2.

4. Pour tout n € N*, on pose u,, = a,, —

(b) Montrer qu’il existe trois réels 6, A et u tels que, pour tout n € N*,

Uy = \/g (Acos(nb) + psin(nd)) .

(¢) En déduire que

u, — 0.
n—-+oo

5. (a) Déterminer la limite de la suite (a,)n>1.

(b) En déduire la limite de la suite (¢,)n>1 puis celle de la suite (by,)n>1.

Pour tout entier n € N*, on définit R,, ’événement « on obtient une boule rouge au n-éme tirage » et
N, I’événement « on obtient une boule noire au n-éme tirage

6. (a) Pour tout n € N*, donner l'expression de P(R,,) en fonction de ay, by, et ¢, et en déduire la
limite de la suite (P(Ry))n>1-
(b) Déterminer alors la limite de la suite (P(NVy,))n>1-
7. Calculer P(R3) et en déduire Pg,(Asz).
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Exercice 2

On étudie une épreuve de mathématique d’'un concours au cours des années a partir d'une
année de référence, appelée année 1. On s’'intéresse notamment a la présence d’'une question
d’informatique.
On appelle I, I'événement « il y a une question d’informatique dans I'’épreuve de mathématiques
de 'année n ». On suppose que la probabilité de I, est 1/2.
On admet ensuite que s’il y a une question d’informatique une année, la probabilité qu’il y en ait
une 'année suivante est 1/3. En revanche, s’il n’y a pas de question d’informatique une année,
la probabilité qu’il y en ait une I'année suivante est 3/4. On notera P la probabilité.

1. Pour n € N*, donner les valeurs de P; (I,,,1) et Pr(I,44).
2. Exprimer P(I, ;) en fonction de P(I,).

3. Déterminer une expression de P(I,) en fonction de n.

4

. Calculer la probabilité qu’il y ait une question d’informatique les 3 premiéres années.

BONNE CHANCE

Probléme 2

On considére la matrice réelle A d'ordre 3 définie par: A =

je=]
b= O rol—
O N0 —

1% Partie

Détermination d’un polynéme annulateur de A et de ses valeurs propres

1.1. Recherche d’un polynoéme annulateur de la matrice A
1.1.1. Calculer 4% puis A3,

1.1.2. Vérifier que 443 =34+ I, ot [ est Ia matrice identité d’ordre 3.

1.1.3. En déduire un polynome de degré 3 annulateur de la matrice A.
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1.2, Etude des racines d’un polynéme
On considére le polynéme R défini par :

Yz eR, R(z) =4z° - 3z — 1.

Vérifier que 1 est une racine simple de R et en déduire que —% en est une racine dou_ble.
1.3. Quelles sont les valeurs propres possibles de la matrice A ? Justifier votre réponse.

3 0
1.4. Vérifier que les vecteurs Vi=|2]etVo=| 1| sont des vecteurs propres de la matrice A et
4 -1

préciser les valeurs propres aux quelles ils sont respectivement associé.
1.5. Préciser alors les valeurs propres de la matrice A.

2¢Me Partie
Calcul des puissances de la matrice A

On rappelle que le polynéme R est défini par: R(z) =4z® -3z -1,z €R.

2.1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, il existe un polynéme Q,, et des réels an, b, et c, tels
que
VzeR, z"-= @n(z)R(z) + ant? + bnz + cp. : (*)

Dans la suite de cette partie, on cherche & déterminer, pour chaque entier n > 1, les réels a,, b, et
¢n ™ais pas le polynome Q,,.

2.2. Détermination des réels Guy Un 2t ¢ pour e N*

Soit 7 un entier naturel non nul.

2.2.1. En substituant 1 puis —% 4 dans les deux membres de I'équation (*) ci-dessus, en déduire
deux équations linéaires vérifiées par les réels an, b, et cp.

2.2.2. En dcrivant, par rapport A la variable z, les deux membres de I'équation (x) ci-dessus et
substituant —% a r dans 1'équation obtenue, en déduire une troisitme équation linéaire vérifiée par les
réels a,, b, et c,.

2.2.3. Résoudre le systéeme linéaire constitué des trois équations obtenues précédemment et donner
les expressions des réels a,, Un et ¢, en fonction de n.

2.3. Calcul des puissances de la matrices 4

On admet que si P, et P; sont deux polynémes & coefficients réels, alors (P1P;)(A) = P (A)P,(A).

Justifier que, pour tout entier naturel k > 1, A% = ay A2 + b A + ¢, T et déduire de ce qui précéde que

3+6(3)" 3-3(3)" 3-3(3)"
Af=gl 22460 ()" 24730 () 2-(2+ak) (3
4+ (12 - 18k) (3 ' 1

NE
)* 4+ (—244+9k) (31) 4+(3+9k)(%)*

3®me Partie
Application a I’étude d'une marche aléatoire sur le net

On considére le graphe ci-dessous modélisant un internet simplifié constitué de trois pages (ou sites)
placées en ses sommets. Les arrétes du graphe représentent les liens entres ces trois pages. L'algorithme
du « Page Rank = consiste & surfer au hasard sur internet et & compter le nombre de fois qu'on passe sur

chacune de ses page en fonction du temps.

@4—%@

Figure 1 : Schéma du graphe.
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Dans ce graphe, la page 1 posséde un lien vers la page 3 mais n'a aucun lien vers la page 2; la page
2 possede un lien vers la page 1 et un vers la page 3; la page 3 posséde un lien vers la page 1 et un vers
la page 2.

Dans la suite de ce probleme, on adopte les notations et les hypothéses suivantes on n désigne un
entier naturel et i, j des éléments de l'ensemble {1.2, 3}«
v pa(j) désigne la probabilité que l'internaute soit sur la page j & I'instant ¢t =n;

v' pij désigne la probabilité de se trouver sur la page i & l'instant ¢ = n + 1 sachant qu'on était sur
la page 7 & l'instant ¢ = n;

V' A,(j) désigne I'événement "étre sur la page j a l'instant ¢t = n" .
v" on suppose que les événement An(1), An(2) et A,(3) ont chacun une probabilité non nulle:

on fait I'hypothése qu'une page a une probabilité nulle de pointer sur elle méme, c'est-a-dire que
pi; = 0 pour tout i € {1,2,3};

«\

v on suppose aussi qu'il y @ équiprobabilité entre les liens d’une page; ainsl, comme la page 2 pointe
sur deux pages, la probabilité p1.2 d'aller de la page 2 vers la page 1 vaut %, de méme py 4 = 1

5
0 % pigs
v" on considére la matrice B = P21 O p3 | dite matrice de transition dont le schéma de la
1
P31 5 O

figure 1 ci-dessus s'appelle graphe.
3.1. Compléter la matrice B en précisant les valeurs des réels P13, P2.1, P23 et p3 ;.
3.2. Pour j e {1,2, 3}, calculer la somme P1j +p2j + psj en justifiant votre réponse.

3.3. Montrer que, pour tout entier naturel n Pna1(1) = prapa(l) + p1opa(2) + P1.3P(3) en précisant le
théoréme utilisé.

3.4. Donner, sans démonstration. les expressions de p,11(2) et de p,.1(3) en fonction de Pn(1). pn(2) et
de pn(3).

3.5. Pour tout entier naturel n. on note Xp la matrice réelle & trois lignes et une colonne définie par :

Pn(1)
Xn = Pn(2)
p'lt(3)

3.5.1. Vérifier que, pour tout entier naturel n, X, 1; = AX,,,
3.5.2. Montrer que, pour tout entier naturel n » 1, X, = A" X,.

3.5.3. En déduire, pour tout entier naturel r > 1, les valeur des probabilités Pn(1), pn(2) et de p, (3)
en fonction de n et des probabilités Po(1), po(2) et py(3).
3.6. Etude des suites (pn(j))nEN pour j € {1,2,3}

3.6.1. Préciser les limites des suites ((lzl)n)nelw et (n(%)”)new.

3.6.2. Préciser la valeur de la somme Po(1) + po(2) + py(3).

3.6.3. Déterminer les limites des suites (p‘”(l))neN’ (pn(‘z))neN et (‘D”('B))nEN quon notera respecti-
vement £), {5 et {5,

3.7. Comparaison de la popularité des trois sites
3.7.1. Déduire de ce qui précede l'ordre des trois sites du plus visité au moins visité a
3}

?3 | pour la matrice de transition ?
ls

1 fil du temps.

3.7.2. Que représente le vecteur

DE L’EPREUVE
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Exercice 1. 1. (a) (On,O,) forme un SCE donc, d’apres la formule des probabilités totales, on a :

— 14 5 1 1 4
ou l'on a utilisé les probabilités données dans 1’énoncé et le fait que P(0,) = 1 — P(0,)

Conclusion : | P(Cpn) = 2.

On souhaite calculer Pa(Oin) Utilisons la formule de Bayes pour retourner le conditionnement.

) _ . PO, _(, 1 B _2
)_(l—PO"(C,L))m_(I 3)>< =3

P
(

S

Pg(On) = P5(Cn)

v
3

Conclusion : Pc—n(Oin) = %,

11 est clair que B; = @) et donc u; = 0. L’événement Bs est I’événement ” Colin ne s’est pas assis a coté de
Mathieu en mathématiques les deux premiers jours de cours”. Ainsi, B = C; N Cz. Comme les approvi-
sionnements en oranges d’un jour a I'autre sont indépendants, les événements C et C2 le sont aussi, tout
comme leurs événements contraires. Donc uz = P(C1) X P(C2) = (1 — P(C1))(1 — P(C2)) = + x + = &
d’apres la question 1.a.

Conclusion : |u1 =0 et ug = %

On considére un jour n quelconque et on procede a une disjonction des cas selon que Colin se soit ou non
assis & coté de Mathieu les 2 premiers jours. Précisément, on remarque d’abord que (Cy,C1 N Ca, C1 N Ca)
est un SCE dont les probabilités sont, (en utilisant de nouveau l'indépendance entre C1 et Cs), P(C1) = %,

P(C1NCs) = 5 et P(C1 NC2) = 4. La formule des probabilités totales permet alors d’écrire que :

Unt2 = P(Cny2) = P(C1)Pc, (Cny2) + P(C1 N C2) P, (Cui2) + P(C1 N C2) Poyg; (Cny2).
De plus,

e Sachant (', c’est a dire sachant que Colin s’est assis en mathématiques au premier jour, ne pas s’assoir
a coté de Mathieu pour la premier fois d’affilée aux jours n + 1 et n + 2 revient & ne pas s’assoir a coté
de Mathieu en mathématiques pour la premiere fois d’affilée aux jours n et n + 1, les jours ayant été
renumérotés & partir du jour 2. Par conséquent, Po, (Chi2) = Un1-

e Avec le méme raisonnement, on montre que Pernc, (Crt2) = un.

o Enfin, savoir que C; N Ca, c’est savoir que Colin ne s’est pas assis & c6té de Mathieu en mathématiques
les deux premiers jours de I’année scolaires. Il est donc impossible que les deux premiers jours d’affilée
sans qu’il n’ait été assis a coté de Mathieu soient les jours n + 1 et n + 2. Donc, Pam@(07l+2) =0.

Conclusion : | Pour tout n € N*, upyo = %unﬂ + %un'

La suite (un)n>1 est récurrente linéaire d’ordre 2.
Son équation caractéristique est z2 — 2z — 24—5 = 0, ses deux solutions sont

5
2-2V2
="

_2+2V2

5 et g2

q1
Ainsi il existe (A, 1) € R? tel que, pour tout n € N*, u, = Agy" + ugs" .
On pourrait bien str calculer explicitement les valeurs de A et pu en utilisant les conditions initiales, ie les
valeurs de u; et uz, mais ga n’est pas nécessaire pour répondre a la question.
Vérifions que 0 < g1 < let —1 < g2 <O0.
Comme 8 < 9 alors 2v/2 < 3 (par stricte croissance de la fonction racine carrée) et donc 0 < 2 4+ 2v/2 < 5.
Ainsi 0 < g1 <1. De plus 2 < 2v/2 <3 et donc 0 <2v2 -2 < 1lie —1<2-2y2<0. Ainsi —1 <g2<0
et donc —1 < g2 < 0.
On en déduit alors que ¢;" — 0 et ¢;* — 0 quand n — +oo. Ainsi par opération

Un = Aq1" + pgo’ n—>—+><x> 0.

n
Comme les événements By sont deux & deux incompatibles, S, = Z P(By) = P (Ur—1Bg). Ainsi, S, est la
k=1
probabilité de I’événement ” Colin ne s’est pas assis & c6té de Mathieu deux jours d’affilée au moins une fois
durant les n premiers jours de cours”.



(b) Soit n € N*. Sommons la relation de la question 2.(b) pour k de 1 & n. On obtient

Zuk+2=g Uk+1+%zuk~
k=1 k=1

k=1

En faisant les changements d’indice [k’ = k + 2] et [k” = k + 1] dans les deux premiéres sommes, on obtient

4 4
Snt2 — U1 — Uz = g(Sn+1 —u1) + 2% Sh .

Comme u; =0 et us = %, on obtient bien

1 4 4
Sn+l + 75’”

Spio — — = =
2795 7 5 25

(c) Soit & nouveau n € N*. Comme Sp+1 = Sn + Unt1 €t Sny2 = Sn + Unt+1 + Unt2, alors d’apres la relation

précédente
1 4 4 4
Sn 1 ting2 = 50 = 5 Sn g un g1 55 S

Ainsi on obtient donc bien
1 g 1 1
— S0 = o0 — ZUng1 — Unt2;
25 n 25 5 1+1 n—+2
Comme la suite (un)n>1 converge vers 0 alors

Uny1 —> 0 et wupy2 —> O.
n—-+oo n——+oo

Donc par opération

! — LI S, — 1
25 7" no+too 25 e " nodoo

Conclusion : Sur un grand nombre de jours, Colin ne s’assoira pas a coté de Mathieu en mathématiques
deux jours de suite avec probabilité 1.

4. On pouvait proposer les programmes suivants :

function y=u(n)
u=0
v=1/25
for i=3:n
w=(4/5) *v+(4/25) *u
u=v
v=w
end
y=w
endfunction

function y=s(n)
s=0+(1/25)
for k=3:n
s=s+u(k)
end
y=s
endfunction

Il reste alors & taper S(1000) (par exemple) pour vérifier notre calcul. On trouve bien 1.



Exercice 2

2. Par la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (A;,B;,C;),

a; =P(A) =P(A1)Py (Ay) + P(B1)Pg (Az) +P(Cy)P (A) = %al = :

by = P(By) = P(A1)Py, (By) + P(B;)Pg (By) + P(Cy )P, (By) = %al =

WIN

g =P(Cy) =P(A1)Py, (C3) + P(By)Pg, (Cy) + P(Cy )P, (C3) = Oa; = @

En effet, pour avoir toujours une seule formule choisie quand on n’en a obtenue qu’une

. . A N s 1 .
seule, il faut recevoir un bon avec la méme formule, c’est-a-dire Py, (Ay) = 3 Pour en avoir
une deuxieme en revanche, il faut recevoir un bon avec une des deux autres formules donc
Py, (By) = 3 Enfin, il est impossible avec un seul bon de passer d’'une formule choisie a trois
formules choisies donc Py (C;) = 0.

3. Sion a déja i formules choisies, pour obtenir, avec un bon :
— une nouvelle formule, il faut que le bon suivant commande une des 3 —i autres formules,

la probabilité est % ;

— une formule qu’on a déja obtenue, la probabilité est

—1i
Enfin, il est impossible avec un bon d’obtenir deux nouvelles formules ainsi que d’avoir moins
de formules choisies avec un nouveau bon donc

PAk(Ak-H) =1/3 PBk(Ak+1) =0 Pck(Ak+1) =0
PAk(Bk+1) =2/3 PBk(Bk+1) =2/3 Pck(Bk+1) =0
Pp, (Cr41) =0 Pg (Cry1) =1/3 P (Cr1) =1

4. On a, d’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(Ar, By, G :

1
Q1 = P(Ass1) = P(Ar)Py, (Agq1) + P(Br)Pg, (Ags1) + P(C)Pe, (Agyr) = 3%
2 2
bis1 = P(Bys1) = P(Ar)Py, (Byy1) + P(Bi )Py, (Bit1) + P(Cr )P, (Biyr) = 3%+ gbk

1
Ck+1 = P(Cry1) = P(A)Pa, (Cis1) + P(Br)Pp, (Cis1) + P(Ci)P, (Crpr) = gbk + Ck

. L 1 .
5. La suite (a;) est une suite géométrique de raison 3 donc pour tout n € IN*,

1 n—1 1 n—1
a, = g a, = 5 .

2T—2
bn = 3n—1
6. Par récurrence montrons que pour tout n € IN¥, o1
¢, =1-— 31
P 1,222 o1l o110
- Pourn= ,F— =Dy et —F— —1=0=q¢q.



n n

— Supposons que, pour un entier n € IN¥, bn=wet cp=1— 31 . Alors
2 2 2 2(2"—2) 2mtl_2
A
1 2" —2 2"—-1 2"—2-3(2"—1) —2x2"+1
Cn+1:§bn+cn: 3n +1- 3n—1 = 3n +1:1+T
2n+1_1
=1——-.
371

Le principe de récurrence permet de conclure.

7. La suite a est une suite géométrique de raison 1/3 €]—1,1[ donc ligrn a,=0}|
n—+0oo

2 n—1 1 -
bn=2(§) —2x3n_1m0car2/3€]—1,1[. lim b,=0|

n—+0o

1 .
— lim ¢, =1/
3n=1 no+oo n—-+00

2 n—1
Enfinc, =1 —2(5) +

8. Ce script calcule les valeurs successives de ¢, tant que ¢, < 0,95. Il s’arréte quand c,, = 0,95
et renvoie alors la valeur de n correspondante. Ainsi 11 est la premiere valeur de n pour
laquelle la probabilité c, est supérieure a 0,95.



Le Corrigé

Probleme 1

1. Soit n € N*. Comme (A, B,,C,,) forme un systéme complet d’événements, alors

1=P) =P(A,UB,UC,) =P(A,) + P(B,) + P(Cy) = an + by + cp.

Conclusion : ’Pour toutn>1,a,+b,+c,=1. ‘

2. Soit n € N*. La formule des probabilités totales avec ce méme SCE (A, B, C,) donne :

1 2
P(An-i-l) =Py, (An-i-l)P(An) +Pp, (An-i-l)P(Bn) +Pc, (An+1)HD(On) = 5“11 +0 x by + gcn



3.

4.

car, si on a fait le n-éme tirage dans 'urne A, on fera le (n + 1)-éme tirage dans cette méme urne
A si on avait tiré une boule noire au n-éme tirage, ce qui arrive avec probabilité % puisque 'urne
A contient 1 boule de chaque couleur et que nous sommes en situation d’équiprobabilité (car les
boules sont indiscernables au toucher). Donc P4, (A,41) = % De méme, si on a fait le n-éme tirage
dans l'urne B, le (n + 1)-éme tirage se fera soit dans l'urne B (si on a tiré une boule noire), soit
dans l'urne C (si on a tiré une boule rouge). Donc Pp, (A,+1) = 0. Enfin, si on a fait le n-éme
tirage dans l'urne C, on fera le (n + 1)-éme tirage dans 'urne A si la boule tirée est rouge, ce qui
arrivera donc avec probabilité 2 donc Pe, (Apt1) = 3.

Avec le méme raisonnement, on trouve également :

1 2
P(Bn11) =Pa, (Bnt1)P(An) + Py, (Bnt1)P(Bn) + P, (Bny1)P(Cr) = §an + gbn +0x¢ep

et

1 1
]P’(Cn+1) = PAn (Cn+1)P(An) + ]PBn (CnJrl)]P)(Bn) + ]P)Cn (Cn+1)]P)(Cn) =0x Ay + gbn + gCn.

Conclusion : |Pour tout n > 1, ap41 = %an + %cn, bpt1 = %an + %bn et cpy1 = %bn + %cn.

Soit n € N*. D’aprés la question 2., on a :

1

Up42 = §an+1 + gcn+1
1 n 2 1b n 1
= Z0an > | 59n -Cn
2 3\3 3
1 2
§an+1 + § (bn + Cn)
1 2
§Gn+1 + § (]. (ln)
1 2 n 2
= —Qp+1 — =Qn + =
27" g 9

ou l'on a utilisé & I'avant derniére ligne, la question 1.

Conclusion : |Pour tout n > 1, a,40 = %anﬂ — %an + %.

(a) Soit n > 1. En utilisant la question précédente, on a :

4
Un+2 = Ant2 — T3
1 2 n 2 4
27 9™ Ty 13
1 4 L 2 2 4 8 n 2 4
=-lapt1 — — ———|lan—-—=)-—=4+=--—=
2\ 13) 139 13) 117 9 13
1 2, .2 _8 2 4
T T T3 T T 9 13
1
= §Un+1 — §Un +0
Conclusion : | La suite (uy)n>1 est récurrence linéaire d’ordre 2 : Vn > 1, upyo = %unﬂ — %un.
(b) L’équation caractéristique correspondante est : x2 — %x + % = 0. Le calcul de son discriminant
donne A = —23 < 0. Ainsi, d’aprés le cours, si on pose r; = 7 exp(if) une des deux solutions

36
complexes conjuguées de I'équation caractéristique, on sait qu’il existe (A, ) € R? tel que :

Vn > 1, uy, =1r" (Acos(nd) + psin(nd)).

A 2 1_ /230 .
ercnons la valeur ae r. na = | — onc rp = = 5 — —05 - 1S1
Cherchons la valeur de 7. Ona A = (¥23) " g 2= =1 _ W8 A,

S ORESRERE




Conclusion :| 3(0,\, n) € R3 tel que Vn > 1, u,, = \/g (Acos(nbd) + psin(nd)).

(¢) D’apres 'inégalité triangulaire, et les propriétés de la valeur absolue, on a : Vn € N*,
2" _ 2"
0<funl <4/5 (Allcos(nd)] +|ullsin(nd)]) <4/ 5 (1Al +|ul)-

Or, % €]0,1[ donc par stricte croissance de la fonction racine carrée, \/g €]0, 1[. Ainsi

n

2
- — 0.

9 no+4oo

Ainsi par le théoréme d’encadrement, (u,),>1 converge et sa limite est 0.

Conclusion : |u, —> 0.
n—-+oo

5. (a) D’apres la question précédente et par opérations, on a a,, — 1%.

n—-+oo

Conclusion : |a,, —
n—-+oo

Gl

(b) D’aprés la question 2., on a ¢, = % (an_H - %an) pour tout m > 1. Ainsi, d’aprés la question

précédente et par opérations,

. 4 1><4 3 3
"hoto \13 2713/ 2 13"

Puis, comme a,, 4+ b, + ¢, = 1 d’aprés la question 1., de nouveau par opérations, on a :

4 3 6
by — 1— ———=—.
n—+o0 13 13 13
Conclusion : | a, — =, b, — Setec, — =
n——+4oo 13 n—-+4oo 13 n—-+4oo 13

6. (a) Soit n > 1. Appliquons la formule des probabilités totales avec le SCE (A,,, B, C,). On a

P(R,) =Pa, (Rn)P(An) + Pp, (R,)P(Bn) + Pc, (Rn)P(Ch).

Or, sachant qu’on fait le tirage dans 'urne A, la probabilité de tirer une boule rouge est %
donc, Py, (R,) = % De la méme maniére, P (R,) = % et Pe, (Ry) = % 1l vient donc :
P(R,) = %an + %bn + %cn.

Conclusion : | Pour tout n > 1, P(R,,) = %an + %bn + %cn.

En utilisant la question 5. et par opérations, on en déduit que :

4 1 6 2 3 6
X—4+-X-—4+-X-—=—.

1
P(R,) — =
(R>n—>o<>2 13 3 13 3 13 13

Conclusion : |P(Ry,) = 2.
n—+00

(b) On sait que le boule tirée au n-éme tirage est noire ou rouge. Ainsi, N,, = R,,. Donc, P(N,,) =
1 —P(R,). D’aprés la question précédente et par opérations, on peut conclure.

Conclusion : |P(N,) — 1-— L = 7

AR 137 13

7. On a, d’apres la question précédente :

1 1 2

P(Rs) = = =b —Co.

(R2) 2a2+3 2+302

Or, d’aprés I’énoncé, on fait toujours le premier tirage dans I'urne A donc a3 = 1 et by = ¢; = 0.

En utilisant la question 2, on peut donc déduire que



1 1 2 1 1 1
a 2a1+361 o 02 2(11+3 1= 5 C2 3 1+361
Conclusion : |P(Ry) = 3 X &+ 3 x 3 = 3.
Enfin, la formule de Bayes nous permet d’affirmer que :
Pa,(R2)P(A2)  3x3 3
]P A e 2 — 2 2 —_ —
ma(42) P(Ry) A

puisque, si on tire dans l'urne A, il y a une chance sur deux de tirer une boule rouge donc P4, (R2) =

1, P(As) = Ay = as = % et P(Ry) = 5 d’aprés la question précédente.

Conclusion : |Pg,(Az) = 2.
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0 3 3
On considére la matrice réelle A d’ordre 3 définie par : A= |0 0 %
1 20

p)

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

2.1

2.2

PROBLEME 2

1¢re Partie

Détermination d’un polynéme annulateur de A et ses valeurs propres

Recherche d’un polynéme annulateur de la matrice A.
113 2 3 3
2 _ _ 1
111 A= |3 L o], A=5|0 2 3
0 % % 6 3 2
0 % % 1 00
112 0na3A+7=3|0 0 4|+|0 1 0] =44°
1 % 0 0 01

1.1.3 On a d’aprés la question précédent 443 = 3A+1I, alors 4X3—3X —1 est un polynéme annulateur

de la matrice A.

Etude des racines d’un polynéme.

On aVr € R, R(x) = 42 — 3z — 1. Alors R(1) = 4—3—1 = 0, d’ott 1 est une racine de R.
On a de plus R'(x) = 1222 — 3 alors R'(1) # 0 donc 1 est une racine simple de R, on a de méme
R(-1)=4(-3)®-3(-3) —1=0et R'(—1) =0 donc —1 est une racine double de R.

On sais que ’ensemble de valeurs propres de A est contenant dans I’ensemble de racines de sa
polynéme annulateur. Puis qu’on a d’aprés ce qui est précédé le polynéme R est un polyndme

annulateur de A dont les racines sont {f%, 1}. Alors les valeurs propres possible de A sont {f%, 1}

On a AV; = V; donc Vi est un vecteur propres de A associé a la valeur propre 1, de méme on a

AVy = 7%1/2 donc V5 est un vecteur propres de A associé a la valeur propre f%.

On a d’aprés la question (1.3) et la question (1.4) que les valeurs propres de A sont exactement
2éme Partie

Calcul des puissances de la matrice A

Soit n = 1, par le division euclidienne de polynéme X™ sur le polynéme R alors il existe un polynéme
@ (la quotient de la division euclidienne) et un polynome R,, (le reste de la division euclidienne)

tels que

Ve eR, o' — Qun)R(x)+ Ra(x) (+)
Ou R, de degré inférieur stricte au degré de R, et puis qu’on a deg(R) = 3 alors deg(R,,) < 2, donc
il existe des a,,, b, et ¢, tels que R, (x) = a,x? + b,x + c,. D’oil on a les résultats demander.
Détermination des réels a,, b, et ¢, pour n € N*.

2.2.1 Dans I’équation (x) on remplace x par 1 on trouve

l=ap+b,+e¢, car R(1)=0 [1]

de méme en remplace x par f% on a
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2.2.2 On dérivant I’équation () par rapport & x donne I’équation suivant
nx" ' = QL (2)R(x) + Qn(x)R'(x) + 2anz + b,

et en substituant f% a4 x on trouve

1 1
n(—§)"71 = 2an(—§) +by =—an,+b, [3]

car R(—3%) = R'(—3) = 0.
2.2.3 Dans les équations [1], [2] et [3] on

an +b, +ec, =1 2an+cn+n(—%)n71:1
Fon —gbaten=(-3)" =y jaaten = (1-n)(-3)"
—ap by =n(=3)"" by = an+n(~3)""
an =5 (1+(-3)" (Bn 1))
s {b, =1 (4+ (3n +2) (f;)"*l)
o= 3 (14 (s (5"

2.3 Soit & € N*, on a d’aprés la question (2.1) Vz € R, 2* = Qp(z)R(z) + arx® + bpx + ¢, et que le
polynéme R est annulateur de A (R(A) = Ops,(r)) Donc

A* = Qr(AR(A) + ar A% + bpA + cp = apA? + b A+ ¢

et en remplacant A%, A, az, by et ¢, pas ses expressions trouvais dans les questions 1.1.1 et 2.2.3 et

en trouvant ’expression de A*.

3éme Pyriie

Application a 1’étude d’une marche aléatoire sur le net

0 P1,3
B= kpz,l pz,s)
D31 0

3.1 On p; 3 la probabilité de se trouve sur la page 1 sachant qu’on était sur la page 3 qui égale & %

= O =

Po.1 la probabilité de se trouve sur la page 2 sachant qu’on était sur la page 1 qui égale 0.
p2.3 la probabilité de se trouve sur la page 2 sachant qu’on était sur la page 3 qui égale & %

ps3.1 la probabilité de se trouve sur la page 3 sachant qu’on était sur la page 2 qui égale a 1

0 5 3
Donc B=|0 0 %
1 % 0

3.2 Soit j € {1,2,3}, on a pour tout i € {1,2,3}, P(An(i)) # 0 et p; j = Pa, j(Ant1(i)). Donc

prj + P25 sy = Pa,y(Ans1(1) + Pa, ) (An+1(2) + Pa, () (An11(3))
= Pa,(j(Ans1(1) U Any1(2) U A 11 (3))
= Pa, () (car {A,11(1), Api1(2), Ap1(3)} forme un systéme complet d’événement )
=1

3.3 Soit n € N, on on a pour tout ¢ € {1,2,3}, P(A, (7)) # 0 et {A,(1), A,(2), A,(3)} forme un systéme
complet d’événement. Alors d’aprés la formule de probabilité total on a
Pnr1(1) = P(An1(1)) = Pa, 1y (Ant1(1)P(An (1) + Pa, 2)(An+1(1)) P(An(2) + Pa,3)(An+1(2)) P(An(3))
= P11pn(1) + p1,2Pn(2) + 1,302 (3)

9/11
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3.4
Pri1(2) = Paapn(1) + p2,2p0n(2) + p2,3pn(3)
1
= p,(3
5Pn(3)
Pnr1(3) = Psapn(l) + p3,20n(2) + p3,30n(3)
1
pn(l)\
3.5 Pour tout entier naturel n on note X,, = kpn(Z)) .
n(3)
3.5.1 On na
Prt1(1) P1ipn(1) + p1,20n(2) + p1,30n(3) \
Xnt1 = pn+1(2)) = kpz,lpn(l) + P2,20n(2) + p2,30n(3) )
Prt1(3) P31pn(1) + p3,20n(2) + p3,3pn (3
Pii p2 i3 pn(1)
= |1 p22 P23 Pn(2)
P31 p32 D33 Pn(3)
= BX, = AX,

3.5.2 Montrons par récurrence sur n que ¥n > 1, X,, = A" X,.
Pour n = 0 est satisfait. Supposons les résultat est vrai pour n € N et montrons le pour n + 1.
D’apreés la question précédent et hypothése de récurrence, on a : X, 11 = AX,, = AA" X, =
APHLX.

Donc par le principe de récurrence on a Vn € N, X,, = A" X.

3.5.3 On a d’aprés les questions précédents

pn(l)
X, = |pa(2) | = A" X,
pn(3)
po(1) 346 ()" 3-3(54)" 3-3(54)"
OuXg=|po(2) | et A" = ¢ | 2+ (—2+6n) (FH)" 2+ (7 -3n)(F)" 2—(2+3n)(F
po(3) 44 (12— 18n) (F)" 4+(24+mg@§ﬁ 4+ (3+9n) (5

Alors précisément on a

Pa(1) = 5 [B+6(F)Ipo(1) + (3 =3 (F) Ipo(2) + B3—3(F)")pe(3)]
pa2) = L[+ (24 60) (5)po(1) + 2+ (7 3n) (3))po(2) + (2 (24 3n) (51)")po(3)]
Pa(3) = § [(4+ (12— 18n) (51) po(1) + (4 + (—24+9n) (51) " )po(2) + (4 + (34 9n) (1) ")po(3)]

3.6. Etude des suites (p,,(j))nen pour j € {1,2,3}.

36.1. lim (F)" =0et EIE n(5)" =0, car

n—r+0oo 2
—1\" IR
I < —
2 2

. " . nln(l

Jimn(3) = e <o

3.6.2. on a po(1) +po(2) +po(3) = P(Ae(1)) + P(Ao(2)) + P(A(3)) = P(Ae(1) U Ag(2) U Ao(3)) = 1,
car la famille {Aq(1), Ag(2), Ag(3)}.

et

10/11
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3.6.3. D’aprés les questions (3.6.3), (3.6.1) et (3.6.2) on a

gg;MKU:%Jﬂ;@+6Fi))(U+ ( H)pa(2) + (33 () I (3)
Jim pa(2) = g lim (24 (24 60) (51)po(1) + (24 (7 3n) () Ipo(2) + (2~ 2+ 3n) (51) ) (3)
Jm pn(3) =g lim (44 (12— 180) (5)po(1) + (4+ (=244 92) (1) Ipo(2) + (4 + (3 +9m) (51) o
Hmpa(1) = $(3po(1) + 3po(2) + 3pe(3)) = 3 =
— § ln_pa(2) = 5(2po(1) + 2po(2) + 2pe(3)) = 2 = I
lim pa(1) = S(Apo(1) + 4po(2) + 4po(3)) = 5 =13

3.7 Comparaison de la popularité des trois sites.
3.7.1. On aly; <l <13, alors le site du plus visité est la page 3 et du moins visité est la page 2.

3.7.2. On a

L
= lim X
b =, X
ls
n—-+oo
L
=All
I3
L
Alors le vecteurs | Iy | représente un vecteur propre de la matrice de transition associée au
ls

valeur propre 1.

11/11



