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1

1. Dans cette question on se place sur l’espace vectoriel R3 et l’on pose f : R3 → R et g : R3 → R les
deux applications définies par :

∀(x, y, z) ∈ R3 , f(x, y, z) = x− 2y + 3z et g(x, y, z) = −x + 3y − 4z .

(a) Montrer que f et g sont des formes linéaires.
(b) Déterminer une base de Ker(f), une base de Ker(g) et une base de Ker(f) ∩Ker(g).
(c) Montrer que Im(f) = R et Im(g) = R.

On raisonnera très soigneusement par double inclusion.

2. Dans cette question on se place sur E = A(R,R) l’espace vectoriel des applications de R dans R
et l’on pose Φ : E → R l’application définie par

∀f ∈ E , Φ(f) = f(−1) .

(a) Montrer que Φ est une forme linéaire.
(b) Soit F le sous-ensemble de E formé par les applications affines.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer une base de F ∩Ker(Φ).
(c) Soit G = Vect(arctan, IdR). Déterminer une base de G ∩Ker(Φ).
(d) Montrer que Im(Φ) = R.

On raisonnera très soigneusement par double inclusion.

3. Dans cette question on se place sur l’espace vectoriel Mn(R) et l’on pose Tr : Mn(R) → R
l’application définie par :

∀M ∈Mn(R) , Tr(M) =

n∑
i=1

[M ]i,i .

(a) Montrer que Tr est une forme linéaire.
(b) Montrer que Ker(Tr) ∩Vect(In) = {0n}.
(c) Montrer que Im(Tr) = R.

On raisonnera très soigneusement par double inclusion.
(d) Montrer que, pour tout (A,B) ∈Mn(R)2,

Tr(AB) = Tr(BA).

(e) En déduire que, si M et N sont deux matrices deMn(R) semblables, alors Tr(M) = Tr(N).

Exercice 2

On considère deux jetons J1 et J2 équilibrés (c'est-à-dire tels que chaque face a une chance sur deux d'apparaître
au cours d'un lancer).
Le jeton J1 possède une face numérotée 0 et une face numérotée 1.
Le jeton J2 possède deux faces numérotées 1.
Un joueur choisit au hasard un jeton puis e�ectue une série de lancers avec ce jeton.
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé qui modélise cette expérience. On note E l'événement � le jeton J1 est
choisi pour le jeu � et , pour tout entier naturel k non nul, Uk l'événement � le k-ème lancer fait apparaître une
face numéroté 1 �.

Partie I : étude de quelques variables aléatoires liées à cette épreuve.

1. a) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne une face portant le numéro 1 lors du premier lancer.

b) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne deux fois une face portant le numéro 1 lors des deux
premiers lancers.
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c) Dans cette question, on suppose que le joueur a obtenu deux fois une face portant le numéro 1 lors
des deux premiers lancers. Quelle est la probabilité qu'il ait joué avec le jeton J1 ?

Dans la suite, on considère la variable aléatoire X égale au rang d'apparition de la première face portant le
numéro 0 et on pose X = 0 si la face portant le numéro 0 n'apparaît jamais.
On considère également la variable aléatoire Y égale au rang d'apparition de la première face portant le numéro 1.

2. a) Décrire X(Ω).

b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, P (X = n) =
1

2n+1
.

c) En déduire que P (X = 0) =
1

2
. Ce résultat était-il prévisible ?

d) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

e) Soit T la variable aléatoire égale à X + 1. Déterminer la loi de T et reconnaître une loi usuelle.

En déduire V (T ) puis V (X).

3. a) Décrire Y (Ω).

b) Calculer P (Y = 1) puis pour tout entier n ≥ 2, P (Y = n).

c) Véri�er que Y est dé�nie presque sûrement (on fera attention au cas n = 1).

d) Montrer que Y admet une espérance puis déterminer E(Y ).

4. On dé�nit la variable aléatoire S sur (Ω,A, P ) par S = max(X,Y ). C'est à dire que S prend la valeur de
X si celle-ci est plus grande que la valeur de Y et que S prend la valeur de Y dans le cas contraire.

a) Justi�er que S(Ω) = N∗.

b) Montrer que P (S = 1) = P (X = 0) =
1

2
.

c) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Justi�er

P (S = n) = P ((X = n) ∩ (Y = n)) + P ((X = n) ∩ (Y < n)) + P ((Y = n) ∩ (X < n))

En déduire que P (S = n) = P (X = n) + P (Y = n).

d) Déterminer la loi de S.

5. On dé�nit la variable aléatoire I sur (Ω,A, P ) par I = min(X,Y ).

a) Montrer que I(Ω) = {0, 1}.
b) Déterminer P (I = 0) puis donner la loi de I, ainsi que son espérance.

Partie II : simulation des variables X et Y .

On rappelle que random(2) renvoie au hasard un entier de {0, 1}. On considère le programme :

VAR

jeton,lancer,X : integer ;

BEGIN

X := 0 ; jeton := random(2)+1 ;

IF (jeton=1) THEN

Begin

REPEAT

X := X+1 ;

lancer := random(2) ;

UNTIL (lancer=0) ;

End ;

WriteLn(X) ;

END.

1. Expliquer le fonctionnement du programme et déter-
miner quel est le contenu de la variable a�chée à la
�n.

2. Est-on certain que le nombre de passages dans la
boucle REPEAT ... UNTIL est �ni ?

3. Ecrire un programme Pascal qui donne la valeur de
la variable aléatoire Y .

Exercice 3

Un mobile se déplace sur les points à coordonnées entières d'un axe d'origine O. Au départ, le mobile est à
l'origine.
Le mobile se déplace selon la règle suivante : s'il est sur le point d'abscisse k à l'instant n, alors, à l'instant
(n+ 1) il sera sur le point d'abscisse (k + 1) avec la probabilité 1

3 ou sur le point d'abscisse 0 avec la probabilité
2
3 .
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Pour tout n de N, on note Xn l'abscisse du mobile à l'instant n et l'on a donc X0 = 0. On admet que pour tout
entier n, Xn est dé�nie sur un espace probabilisé (Ω,A, P ).

Par ailleurs, on note T l'instant auquel le mobile se trouve pour la première fois à l'origine (sans compter son
positionnement de départ).
Par exemle, si les abscisses successives du mobile après son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1 alors on a T = 1. Si les
abscisses successives sont : 1, 2, 3, 0, 0, 1 alors on a T = 4.
On admet que T est une variable aléatoire dé�nie sur (Ω,A, P ).

1. Faire un arbre qui représente les deux premiers mouvements du mobile.

2. a) Donner les lois de X1 et X2.

b) Déterminer la loi de T . Donner E(T ) et V (T ).

3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, Xn(Ω) = [[0, n]].

b) Pour tout n ∈ N∗, véri�er que PXn−1=k(Xn = 0) =
2

3
.

En utilisant le système complet d'événements {(Xn−1 = k), k ∈ [[0, n− 1]]}, en déduire la valeur de
P (Xn = 0).

4. a) Etablir que : ∀n ∈ N, ∀k ∈ [[1, n + 1]], P (Xn+1 = k) =
1

3
P (Xn = k − 1).

b) En déduire, par récurrence sur l'entier n, que :

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ [[0, n− 1]], P (Xn = k) =

(
1

3

)k

× 2

3

c) En déduire la valeur de P (Xn = n) pour tout n ∈ N∗. Donner une explication probabiliste de ce
dernier résultat.

5. On rappelle que random(3) renvoie au hasard un entier de [[0, 2]]. Complèter le programme suivant pour
qu'il simule l'expérience aléatoire étudiée et a�che la valeur prise par Xn pour une valeur de n entrée par
l'utilisateur.

VAR

k,n,u,X : integer ;

BEGIN

Randomize ; Read(n) ;

X := 0 ;

FOR k := 1 TO n DO

Begin

u := random(3) ;

IF ... THEN X := ... ELSE X := ... ;

End ;

Writeln(X) ;

END.

6. a) Montrer que : ∀n ≥ 2,

n−1∑
k=1

k

3k−1
=

3n − 2n− 1

4.3n−2
.

b) En déduire que E(Xn) =
1

2

(
1−

(
1

3

)n)
pour tout n ≥ 2.

Véri�er que la formule reste vraie pour n = 0 et n = 1.

7. a) Montrer, en utilisant 3.a) et le théorème de transfert que :

∀n ∈ N, E((Xn+1)2) =
1

3
(E((Xn)2) + 2E(Xn) + 1)

b) Pour tout entier naturel n, on pose : un = E((Xn)2) + (2n− 1)
1

2.3n
.

Montrer que : ∀n ∈ N, un+1 =
1

3
un +

2

3
.

c) En déduire l'expression de un, puis celle de E((Xn)2) en fonction de n.

d) Calculer en�n V (Xn).
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1. (a) Pour tout (λ, (x, y, z), (x′, y′, z′)) ∈ R× R3 × R3,

f(λ(x, y, z) + (x′, y′, z′)) = f(λx+ x′, λy + y′, λz + z′)

= (λx+ x′)− 2(λy + y′) + 3(λz + z′)

= λ(x− 2y + 3z) + (x′ − 2y′ + 3z′)

= λf(x, y, z) + f(x′, y′, z′).

Donc f est linéaire. Et comme f est à valeurs dans R alors f est bien une forme linéaire.
De même g est une forme linéaire.

(b) Soit (x, y, z) ∈ R3. Alors

(x, y, z) ∈ Ker(f) ⇐⇒ x− 2y + 3z = 0 ⇐⇒ x = 2y − 3z .

Alors

Ker(f) = {(2y − 3z, y, z) | (y, z) ∈ R2}
= {y(2, 1, 0) + z(−3, 0, 1) | (y, z) ∈ R2}
= Vect((2, 1, 0), (−3, 0, 1)) .

La famille ((2, 1, 0), (−3, 0, 1)) est génératrice de Ker(f) par définition, et elle est libre car les
deux vecteurs qui la composent ne sont pas colinéaires. Donc la famille ((2, 1, 0), (−3, 0, 1)) est
une base de Ker(f).
De même on montre que

Ker(g) = Vect((3, 1, 0), (−4, 0, 1))

et que la famille ((3, 1, 0), (−4, 0, 1)) est une base de Ker(g).
Enfin, soit (x, y, z) ∈ R3. Alors

(x, y, z) ∈ Ker(f) ∩Ker(g) ⇐⇒
{

x− 2y + 3z = 0
−x+ 3y − 4z = 0

⇐⇒
{
x− 2y + 3z = 0

y − z = 0

⇐⇒
{
x = −z
y = z

Donc

Ker(f) ∩Ker(g) = {(−z, z, z) | z ∈ R} = {z(−1, 1, 1) | z ∈ R} = Vect((−1, 1, 1)).

La famille ((−1, 1, 1)) est génératrice de Ker(f) ∩Ker(g) par défintion et elle est libre car elle
est composée d’un seul vecteur, qui est non nul. Donc la famille ((−1, 1, 1)) est une base de
Ker(f) ∩Ker(g)

(c) Comme f est à valeurs dans R alors Im(f) ⊂ R.
Soit maintenant x ∈ R. Alors x = f(x, 0, 0) donc x ∈ Im(f). Ainsi R ⊂ Im(f).
De même, comme g est à valeurs dans R alors Im(g) ⊂ R.
Soit maintenant x ∈ R. Alors x = g(−x, 0, 0) donc x ∈ Im(g). Ainsi R ⊂ Im(g).
Donc Im(f) = R et Im(g) = R.
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2. (a) Soit (λ, f, g) ∈ R× E × E. Alors

Φ(λf + g) = (λf + g)(−1) = λf(−1) + g(−1) = λΦ(f) + Φ(g).

Donc Φ est linéaire, et comme Φ est à valeurs dans R, alors Φ est bien une forme linéaire.
(b) Soit θ l’application nulle. Alors : ∀x ∈ R, θ(x) = 0 · x+ 0. Donc θ ∈ F .

Soient f et g deux applications affines, et λ ∈ R.
Comme f est affine, alors il existe deux réels a et b tels que : ∀x ∈ R, f(x) = ax+ b.
Comme g est affine, alors il existe deux réels a′ et b′ tels que : ∀x ∈ R, g(x) = a′x+ b′.
Alors : ∀x ∈ R,

(λf + g)(x) = λf(x) + g(x) = λ(ax+ b) + (a′x+ b′) = (λa+ a′)x+ (λb+ b′) .

Donc λf + g ∈ F .
Soit f ∈ F . Alors il existe deux réels a et b tels que : ∀x ∈ R, f(x) = ax+ b. Et

f ∈ Ker(Φ) ⇐⇒ f(−1) = 0 ⇐⇒ −a+ b = 0 ⇐⇒ a = b .

Ainsi
F ∩Ker(Φ) = {x 7−→ a(x+ 1) | a ∈ R} = Vect(h)

où h est l’application de R dans R définie par : ∀x ∈ R, h(x) = x+ 1.
Comme h n’est pas l’application nulle, alors la famille (h) est une base de Ker(Φ) ∩ F .

(c) Soit g ∈ G. Alors il existe λ et µ deux réels tels que, pour tout x ∈ R, g(x) = λ arctan(x) +µx.
Et

g ∈ Ker(Φ) ⇐⇒ h(−1) = 0 ⇐⇒ −λ · π
4
− µ = 0 ⇐⇒ µ = −λ · π

4
.

Ainsi
G ∩Ker(Φ) = Vect(h)

où l’application h : R→ R est définie par, pour tout x ∈ R,

h(x) = arctan(x)− π

4
· x .

Par définition la famille (h) est génératrice de G ∩Ker(Φ).
Comme h n’est pas l’application nulle, en effet, h(4) = arctan(4)−π ≤ −π2 , alors la famille (h)
est libre et donc c’est une base de G ∩Ker(Φ).

(d) Comme Φ est à valeurs dans R alors Im(Φ) ⊂ R.
Soit α ∈ R et soit f l’application constante égale à α.
Alors f(−1) = α i.e. Φ(f) = α. Donc α ∈ Im(Φ). Ainsi R ⊂ Im(Φ) et donc Im(Φ) = R.

3. (a) Soit (M,M ′, λ) ∈Mn(R)×Mn(R)× R. Alors

Tr(λM +M ′) =

n∑
i=1

[λM +M ′]i,i =

n∑
i=1

(λ[M ]i,i + [M ′]i,i) = λ

n∑
i=1

[M ]i,i +

n∑
i=1

[M ′]i,i.

Ainsi Tr(λM +M ′) = λTr(M) + Tr(M ′). Donc Tr est linéaire, et comme Tr est à valeurs dans
R, alors Tr est bien une forme linéaire.

(b) Comme Ker(Tr)∩Vect(In) est une intersection de deux sous-espaces vectoriels deMn(R), alors
Ker(Tr)∩Vect(In) est un sous-espace vectoriel deMn(R), et donc {0n} ⊂ Ker(Tr)∩Vect(In).
Soit M ∈ Ker(Tr) ∩ Vect(In). Alors il existe λ ∈ R tel que M = λIn. Et M ∈ Ker(Tr) donc
Tr(M) = 0. Or

Tr(M) = Tr(λIn) =

n∑
i=1

[λIn]i,i =

n∑
i=1

λ = λn .

Donc λn = 0 i.e. λ = 0. Ainsi M = 0 · In = 0n.
Donc Ker(Tr) ∩Vect(In) ⊂ {0n} i.e. Ker(Tr) ∩Vect(In) = {0n}
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(c) Comme Tr est à valeurs dans R alors Im(Tr) ⊂ R.
Soit maintenant α ∈ R et soit M la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf [M ]1,1
valant α. Alors

Tr(M) =

n∑
i=1

[M ]i,i = α.

Donc α ∈ Im(Tr). Ainsi R ⊂ Im(Tr) et donc Im(Tr) = R.
(d) Soit (A,B) ∈Mn(R)2. Alors

Tr(AB) =

n∑
i=1

[AB]i,i =

n∑
i=1

n∑
j=1

[A]i,j [B]j,i =

n∑
j=1

n∑
i=1

[B]j,i[A]i,j =

n∑
j=1

[BA]j,j = Tr(BA).

(e) Soient M et N deux matrices deMn(R) semblables.
Alors il existe une matrice de Mn(R) inversible P tel que N = P−1MP . Ainsi, d’après la
question précédente,

Tr(N) = Tr(P−1(MP )) = Tr((MP )P−1) = Tr(M).
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Exercice 2

Partie I

1. a) On cherche P (U1). E et E forment un SCE. D'après la FPT on a :

P (U1) = P (E ∩ U1) + P (E ∩ U1)

= P (E)PE(U1) + P (E)PE(U1)

=
1

2
.
1

2
+

1

2
.1

Cl : P (U1) =
3

4

b) On cherche P (U1 ∩ U2). Toujours par la FPT :

P (U1 ∩ U2) = P (E ∩ U1 ∩ U2) + P (E ∩ U1 ∩ U2)

= P (E)PE(U1 ∩ U2) + P (E)PE(U1 ∩ U2)

=
1

2

(
1

2

)2

+
1

2
.12

Cl : P (U1 ∩ U2) =
5

8

c) On cherche PU1∩U2
(E). D'après la formule de Thomas Bayes,

PU1∩U2(E) =
P (E)PE(U1 ∩ U2)

P (U1 ∩ U2)
=

1
2 .
(

1
2

)2
5
8

=
1

5

Cl : La probababilité que le joueur ait joué avec le jeton J1 sachant

qu'il a obtenu deux fois 1 est
1

5
.

2. a) X est in�nie. X(Ω) = N. En e�et la valeur 0 est attribuée si l'on obtient
jamais 1 et toutes les valeurs supérieures à 1 sont envisageables.

b) Soit n ≥ 1. X ne peut être égal à n que si l'on choisit le jeton J1. Il
vient :

P (X = n) = P (E ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un−1 ∩ Un)

= P (J1)PJ1
(U1) · · ·PJ1∩···Un−1

(Un)

=
1

2
· · · 1

2
(n + 1 fois)

Cl : ∀n ≥ 1, P (X = n) =

(
1

2

)n+1

c) X(Ω) = N. Dès lors, P (X = 0) +

+∞∑
n=1

P (X = n) = 1. Il vient

P (X = 0) = 1−
+∞∑
n=1

(
1

2

)n+1

= 1− 1

2

+∞∑
n=1

(
1

2

)n

= 1− 1

2
.

1/2

1− 1/2
=

1

2

Cl : P (X = 0) =
1

2
.

Ce résultat était prévisible : on est presque sûr de tirer à un moment
donné une face 1 si l'on a choisi le jeton J1 et c'est impossible si on a
choisi le jeton J2. P (X = 0) est donc égal à P (J1).



d) • Existence

Pour n ≥ 1, nP (X = n) = n

(
1

2

)n+1

=
1

4
n

(
1

2

)n−1

.

On a une série géométrique dérivée de raison 1
2 avec | 12 | < 1. Cette

série est donc absolument convergente et X admet donc une es-
pérance.

• Calcul

E(X) =
∑

n∈X(Ω)

nP (X = n) = 0 +
1

4

+∞∑
n=1

n

(
1

2

)n−1

=
1

4
.

1

(1− 1/2)2
= 1

• Cl : X admet une espérance et E(X) = 1

e) T (Ω) = {i + 1, i ∈ N} = N∗.

Pour tout n ∈ N∗,

P (T = n) = P (X + 1 = n) = P (X = n− 1) =
1

2n
=

(
1

2

)n−1
1

2

On reconnaît une loi géométrique : T ↪→ G
(

1

2

)

Par propriété V (T ) =
1− p

p2
=

1− 1
2

( 1
2 )2

= 2.

Dès lors, en utilisant V (aX + b) = a2V (X), on a :

2 = V (T ) = V (X + 1) = V (X)

Cl : V (T ) = V (X) = 2

3. a) Y (Ω) = N∗.

b) P (Y = 1) est la probabilité de tirer un face numéro 1 au premier tirage.

D'après 1.a) P (Y = 1) =
3

4
.

Soit n ≥ 2, si l'on choisit le jeton J2 on tirera à coup sûr une face 1 au
premier tirage. Il vient :

P (Y = n) = P (E ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un−1 ∩ Un)

= P (E)PE(U1 ∩ · · · ∩ Un−1 ∩ Un)

=
1

2
.

(
1

2

)n

Cl : ∀n ≥ 1, P (Y = n) =

(
1

2

)n+1

c) Montrons que
∑

n∈Y (Ω)

P (Y = n) = 1.

∑
n∈Y (Ω)

P (Y = n) = P (Y = 1) +

+∞∑
n=2

(
1

2

)n+1

=
3

4
+

1

2

+∞∑
n=2

(
1

2

)n

=
3

4
+

1

2
.

(1/2)2

1− 1/2

=
3

4
+

1

4
= 1

Cl : Y est dé�nie presque sûrement

d) • Existence

Pour n ≥ 2, nP (Y = n) = n

(
1

2

)n+1

=
1

4
n

(
1

2

)n−1

.

On a une série géométrique dérivée de raison 1
2 avec | 12 | < 1. Cette

série est donc absolument convergente et X admet donc une es-
pérance.

• Calcul

E(Y ) =
∑

n∈Y (Ω)

nP (X = n) = 1.P (Y = 1) +
1

4

+∞∑
n=2

n

(
1

2

)n−1

=
3

4
+

1

4
.

(
+∞∑
n=1

n

(
1

2

)n−1

− 1

)



=
3

4
+

1

4

(
1

(1− 1/2)2
− 1

)
=

3

4
+

3

4

Cl : Y admet une espérance et E(Y ) =
3

2

4. a) S(Ω) = {max(i, j) avec i ∈ N, j ∈ N∗}. La plus grande valeure entre i
et j est donc toujours supérieure à 1.

Cl : S(Ω) = N∗

b) Si X est égal à 0 c'est presque sûrement parce que l'on a choisi le jeton J2

et dans ce cas, on a nécessairement Y = 1 et donc S = max(X,Y ) = 1.
Si X n'est pas égal à 0, c'est qu'on a choisi le jeton J1. Dans ce cas X
ou Y est nécessairement supérieur ou égal à 2 donc S n'est pas égal à 1.

Cl : P (S = 1) = P (X = 0) =
1

2

c) Soit n ≥ 2. Il est clair que la plus grande valeure entre X et Y vaut n ssi
X et Y valent tous les deux n ou si l'un vaut n et l'autre est strictement
inférieur à n. C'est trois événements étant incompatibles,

P (S = n) = P ((X = n) ∩ (Y = n)) + P ((X = n) ∩ (Y < n))

+P ((Y = n) ∩ (X < n))

Si (X = n) c'est que le premier 0 apparait après n lancers on a donc
obtenu des 1 lors des n− 1 premiers lancers et l'évt (Y < n) est réalisé.
Cela prouve que P ((X = n) ∩ (Y < n)) = P (X = n). De même
P ((Y = n) ∩ (X < n)) = P (Y = n).

En�n, pour les mêmes raisons (X = n) et (Y = n) ne peuvent être
réalisés en même temps. Il vient :

P (S = n) = 0 + P (X = n) + P (Y = n)

d) On a donc P (S = 1) =
1

2
et pour n ≥ 2,

P (S = n) =
1

2n+1
+

1

2n+1
=

2

2n+1
=

1

2n

Ce qui est aussi vrai pour n = 1.

Cl : La loi de S est donnée par :{
S(Ω) = N∗, ∀n ≥ 1, P (S = n) =

1

2n

5. a) • Si on choisit le jeton J1 alors à l'issue du premier lancer on obtient
soit 0 soit 1 et X ou Y est égal à 1 donc I = 1.

• Si on choisit le jeton J2 alors on n'obtiendra jamais 0 donc X = 0
et I aussi.

Cl : I(Ω) = {0, 1}.

b) P (I = 0) = P (J2) =
1

2
. Donc P (I = 1) =

1

2
et E(I) =

1

2
.

Partie II

1. La variable jeton vaut 1 ou 2 elle représente le numéro du jeton choisit par
le joueur au départ.

• Si c'est le jeton 1, on fait des lancers successifs simulés par la variable
lancer qui vaut 0 ou 1 avec la probabilité 1

2 . On s'arrête dès qu'on
obtient 0.

• Dans le cas contraire, on n'obtiendra jamais 0, X sera donc égale à 0, ce
qui est bien le cas puisque l'on ne fait pas la boucle.

Le programme simule notre expérience et renvoie la valeur aléatoire de la
variable X.

2. La boucle tourne seulement lorsque le jeton J1 a été choisi. On est donc
presque sûr que la boucle s'arrête.

3. Si on choisit le jeton 2 alors on obtient la face 1 dès le premier lancer. Dans
le cas contraire les lancers sont analogues à la question précédente :

VAR

jeton,lancer,Y : integer ;

BEGIN

Y := 1 ; jeton := random(2)+1 ;

IF (jeton=1) THEN

Begin

REPEAT



Y := Y+1 ;

lancer := random(2) ;

UNTIL (lancer=1) ;

End ;

WriteLn(Y) ;

END.

Exercice 3

1. L'arbre.

2. a) • X1 est la position du mobile à l'issue du premier déplacement. Au
vu des règles de déplacement, on a :

k 0 1
P (X1 = k) 2

3
1
3

• X2(Ω) = [[0, 2]].

- D'après la FPT, on a :

P (X2 = 0) = P (X1 = 0)P(X1=0)(X2 = 0)

+P (X1 = 1)P(X1=1)P (X2 = 0)

=

(
2

3

)2

+
1

3

2

3

=
4

9
+

2

9
=

2

3

- Vu les circonstances, après 2 déplacements le mobile ne peut se
trouver en 1 qu'en venant de 0. Dès lors,

P (X2 = 1) = P (X1 = 0)P(X1=0)(X2 = 1) =
1

3
.
2

3

- En�n, le mobile ne peut se trouver en 2 qu'en venant de 1, d'où

P (X2 = 2) = P (X1 = 1)P(X1=1)P (X2 = 2) =

(
1

3

)2

Cl : La loi de X2 est donnée par :

k 0 1 2
P (X2 = k) 2

3
2
9

1
9

b) T est le temps d'attente d'un premier succès de l'événement "le mo-

bile revient à l'origine" de probabilité
2

3
lors de tentatives identiques et

indépendantes.

Cl : T ↪→ G
(

2

3

)
.

E(T ) =
1

p
=

3

2
et V (T ) =

1− p

p2
=

1− 2
3(

2
3

)2 =
3

4
.

3. a) Soit P(n) la propriété "Xn(Ω) = [[0, n]]".

• Initialisation

Par hypothèse X0 est la variable aléatoire constante égale à 0 donc
X0(Ω) = [[0, 0]].

• Hérédité

Soit n un entier �xé. Supposons que Xn(Ω) = [[0, n]] et montrons
que Xn+1(Ω) = [[0, n + 1]].

A chaque instant, le mobile revient en 0 ou passe de k à k + 1. Dès
lors, si le mobile se trouve sur l'un des points d'abscisse 0, 1, · · · , n
alors à l'instant suivant il sera en 0 ou sur l'un des points d'abscisse
1, 2, · · · , n + 1.

On a donc Xn+1(Ω) = [[0, n + 1]] et P(n + 1) est acquise.

• Cl : Par récurrence, pour tout entier n, Xn(Ω) = [[0, n]].

b) A tout instant, le mobile revient en 0 avec la probabilité
2

3
. On a donc

: P(Xn−1=k)(Xn = 0) =
2

3
.

De plus Xn−1(Ω) = [[0, n − 1]] donc les (Xn−1 = k)0≤k≤n−1 forment un
SCE. D'après la FPT :

P (Xn = 0) =

n−1∑
k=0

P (Xn−1 = k)P(Xn−1=k)(Xn = 0)

=

n−1∑
k=0

2

3
P (Xn−1 = k)

En�n

n−1∑
k=0

P (Xn−1 = k) = 1. Donc : ∀n ∈ N∗, P (Xn = 0) =
2

3



4. a) Soit k un entier non nul. Comme on l'a déjà dit lors de l'étude de X2,
pour que le mobile se trouve en k à un instant donné, il faut qu'il ait été
en k − 1 à l'instant précédent. Dès lors :

∀n ∈ N, (Xn+1 = k) = (Xn = k − 1) ∩ (Xn = k)

Il vient : P (Xn+1 = k) = P (Xn = k − 1)P(Xn=k−1)(Xn = k).

En�n, si k ∈ Xn+1(Ω) alors d'après l'énoncé P(Xn=k−1)(Xn = k) =
1

3
.

Cl : ∀n ∈ N, ∀k ∈ [[1, n + 1]], P (Xn+1 = k) =
1

3
P (Xn = k − 1)

b) Attention ! La propriété à démontrer dépend de deux entiers : n et
k. On raisonne donc par récurrence sur n. L'entier k apparraissant dans
l'énoncé de la propriété :

soit P(n) la propriété : "∀k ∈ [[0, n− 1]], P (Xn = k) =

(
1

3

)k
2

3
".

• Initalisation

P(1) est la propriété : ∀k ∈ [[0, 0]], P (X1 = k) =

(
1

3

)0
2

3
.

Or P (X1 = 0) =
2

3
(cf 1.a)) donc P(1) est vraie.

• Hérédité

Soit n un entier non nul. Supposons P(n) et montrons P(n + 1). ie

∀k ∈ [[0, n + 1− 1]], P (Xn+1 = k) =

(
1

3

)k
2

3
.

Soit k ∈ [[1, n]]. On a d'après b) :

P (Xn+1 = k) =
1

3
P (Xn = k − 1)

Or par décalage de l'HdR, P (Xn = k − 1) =

(
1

3

)k−1
2

3
. Il vient :

P (Xn+1 = k) =
1

3
.

(
1

3

)k−1
2

3
=

(
1

3

)k
2

3

Il reste à vér�er que c'est aussi vrai pour k = 0. Or d'après 2.b)

P (Xn+1 = 0) =
2

3
=

(
1

3

)0
2

3
.

On a donc pour tout k ∈ [[0, n]], P (Xn+1 = k) =

(
1

3

)k
2

3
. Donc

P(n + 1) est vraie.

• Cl : ∀n ∈ N∗, ∀k ∈ [[0, n− 1]], P (Xn = k) =

(
1

3

)k
2

3

c) Xn(Ω) = [[0, n]] d'après 2.a). Dès lors,

n∑
k=0

P (Xn = k) = 1. J'en déduis

que :

P (Xn = n) = 1−
n−1∑
k=0

P (Xn = k)

= 1−
n−1∑
k=0

(
1

3

)k
2

3

= 1− 2

3

n−1∑
k=0

(
1

3

)k

= 1− 2

3
.
1− (1/3)n

1− 1/3

= 1−
(

1−
(

1

3

)n)

Cl : ∀n ∈ N∗, P (Xn = n) =

(
1

3

)n

Ce résultat était prévisible. En e�et, pour que le mobile se trouve en n
après n instants il faut qu'il ait à chaque instant k fait un déplacement
vers k + 1, ce qui se fait avec la probabilité 1

3 .

5. VAR

k,n,u,X : integer ;

BEGIN

Randomize ; Read(n) ;

X := 0 ;

FOR k := 1 TO n DO

Begin

u := random(3) ;

IF u = 0 THEN X := X+1 ELSE X := 0 ;



End ;

WriteLn(X) ;

END.

6. a) Soit P(n) la propriété :

n−1∑
k=1

k

3k−1
=

3n − 2n− 1

4.3n−2

• Initialisation

P(2) est la pté :

2−1∑
k=1

k

3k−1
=

32 − 2.2− 1

4.32−2
.

Or

2−1∑
k=1

k

3k−1
=

1

30
= 1 et

32 − 2.2− 1

4.32−2
=

4

4
= 1 donc P(2) est vraie.

• Hérédité

Soit n ≥ 2 �xé. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).

n∑
k=1

k

3k−1
=

n−1∑
k=1

k

3k−1
+

n

3n−1

=
3n − 2n− 1

4.3n−2
+

n

3n−1
(HdR)

=
3(3n − 2n− 1) + 4n

4.3n−1
(car 3n−1 = 3.3n−2)

=
3n+1 − 2n− 3

4.3n−1
=

3n+1 − 2(n + 1)− 1

4.3n−1

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

• Cl : Par récurrence, ∀n ≥ 2,

n−1∑
k=1

k

3k−1
=

3n − 2n− 1

4.3n−2

b) Xn(Ω) = [[0, n]]. Dès lors,

E(Xn) =

n∑
k=0

kP (Xn = k)

Il faut penser à mettre à part le terme en n car il est di�érent :

E(Xn) =

n−1∑
k=0

k.

(
1

3

)k

.
2

3
+ n

(
1

3

)n

=
2

3
.
1

3

n−1∑
k=1

k

(
1

3

)k−1

− 0︸︷︷︸
terme en 0

+ n

(
1

3

)n

=
2

9

3n − 2n− 1

4.3n−2
+ n

(
1

3

)n

=
3n − 2n− 1

2.3n
+

n

3n

=
3n − 2n− 1 + 2n

2.3n
=

3n − 1

2.3n

Cl : Xn admet une espérance et E(Xn) =
1

2

(
1−

(
1

3

)n)
7. a) Utilisons le théorème de transfert,

E((Xn+1)2) =

n+1∑
k=0

k2P (Xn+1 = k)

=

n+1∑
k=1

k2P (Xn+1 = k) (terme en 0 nul)

=

n+1∑
k=1

k2 1

3
P (Xn = k − 1) (d'après 3.a))

=
1

3

n+1∑
k=1

k2P (Xn = k − 1)

Posons i = k − 1 ie k = i + 1. i varie de 1 à n + 1 donc :

E((Xn+1)2) =
1

3

n∑
i=0

(i− 1)2P (Xn = i)

=
1

3

n∑
i=0

i2P (Xn = i)︸ ︷︷ ︸
= E(Xn)2

−2
1

3

n∑
i=0

iP (Xn = i)︸ ︷︷ ︸
= E(Xn)

+
1

3

n∑
i=0

P (Xn = i)︸ ︷︷ ︸
= 1

Cl : ∀n ∈ N, E((Xn+1)2) =
1

3
(E((Xn)2) + 2E(Xn) + 1)



b) Soit n un entier naturel,

un+1 = E((Xn+1)2) +
2n + 1

2.3n+1

=
1

3
E((Xn)2) + 2

1

3
E(Xn) +

1

3
+

2n + 1

2.3n+1

=
1

3
E((Xn)2) +

2

3
.
1

2

(
1−

(
1

3

)n)
+

1

3
+

2n + 1

2.3n+1
d'après 5.b)

=
1

3
E((Xn)2) +

1

3
− 1

3
.

1

3n
+

1

3
+

2n + 1

2.3n+1

=
1

3
E((Xn)2) +

2

3
+

2n + 1− 2

3.2.3n

=
1

3
E((Xn)2) +

1

3
.
2n− 1

2.3n
+

2

3

=
1

3

[
E((Xn)2) +

2n− 1

2.3n

]
+

2

3

Cl : ∀n ∈ N, un+1 =
1

3
un +

2

3

c) On reconnait bien sûr une suite arithmético-géométrique.

On pose donc vn = un − l avec l =
b

1− a
=

2/3

1− 1/3
= 1.

v est géométrique de raison
1

3
d'où, pour tout n : vn = v0

(
1

3

)n

.

En�n, v0 = u0 − l avec u0 = E((X0)2) + (2.0− 1)
2.0− 1

2.30
=
−1

2
.

Donc v0 = − 1

2
− 1 = − 3

2
.

Cl : ∀n ∈ N, un = vn + l = 1− 3

2

(
1

3

)n

J'en déduis que :

E((Xn)2) = un −
2n− 1

2.3n

= 1− 3

2

(
1

3

)n

− 2n− 1

2.3n

= 1− 3 + 2n− 1

2.3n
= 1− 2n− 2

2.3n
= 1− n− 1

3n

Cl : E((Xn)2) = 1− n− 1

3n

d) D'après Koenig-Huygens, V (Xn) = E((Xn)2)− (E(Xn))2. Il vient :

V (Xn) = 1− n− 1

3n
−
(

1

2

(
1−

(
1

3n

)))2

= 1− n− 1

3n
− 1

4

(
1− 2.

1

3n
+

1

9n

)
(id. rem.)

= 1− n− 1

3n
− 1

4
− 1

2.3n
+

1

4.9n

=
3

4
− 2n− 3

2.3n
+

1

4.9n

Cl : V (Xn) =
3

4
− 2n− 3

2.3n
+

1

4.9n

F

i

nF
i
n


