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DEVOIR MAISON N° 1
Logie

Sommes

Exercice 1. Soient a et b deux réels strictement positifs distincts.

a b
1. Montrer que —+ — > 2.
b a

1
2. En déduire que si a # 1, alors a + — > 2.
a

Exercice 2. 1. Montrer que pour tout t € R,on a:e* > 1+ x.

2. En déduire que pour tout réel x > —1, on a : In(1 4+ z) < x.

Exercice 3. On considere la suite (u,)pen définie par ug = 2, ug = —1 et

n+3 1

Wn € N, =P — ——
n Un+2 n+2un+1 n+2un

n
1
Soit a et B deux réels. Pour tout n € N on note P(n) l'assertion : 7 up, = o+ Z 7l
k=0 "

1. Déterminer « et 3 tels que P(0) et P(1) soient vraies.

2. Démontrer alors que P(n) est vraie pour tout n € N.

Exercice 4. 1. Vérifier que, pour tout k& € N*,
1 1 1 1

FE+D(k+2) 2k k4l 2kt2)

n
1
2. En déduire 'expression de Z pour n € N*.
= M

k+1)(k+2)

3. Retrouver ce résultat par une récurrence simple.

n

Exercice 5. 1. Calculer, pour n € N*, Z(2k —1).
k=1

2. Une application : on écrit les nombres impairs de la maniere suivante :

1
3 5 7
9 11 13 15 17

Déterminer la position de 2021.
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Proposition de solutions

Solution 1 1.

2 2 AV
94—9—2:(1 +b 2ab:(a b)
b a ab ab

Or a et b sont deux réels distincts donc (a — b)? > 0 et a et b sont deux réels strictement positifs donc ab > 0.

2
Par quotient de termes strictement positifs, % > 0.

Conclusion :

2. C’est une simple application du résultat de la question 1 en posant b = 1. On a donc bien :

Conclusion : ‘si a # 1, alors a + % > 2.

Solution 2 1. Nous verrons différentes fagons de montrer cette inégalité classique au cours de I’année. Commencgons
par la plus élémentaire, que vous avez sans aucun doute vue au lycée : une étude de fonction.
On note, pour tout x € R, f:z+— e — 1 — .
La fonction exp et la fonction x — —1 — x sont dérivables sur R donc, par somme, f est dérivable sur R. De plus,
on a, pour tout t € R : f'(x) = e* — 1.
Donc pour tout z € R, f'(z) < 0 et pour tout € Ry, f'(z) > 0. Donc f est décroissante sur R_ et croissante
sur Ry, donc elle admet un minimum en 0. Or f(0) = 0 donc f est positive sur R.

Conclusion : ‘pour tout z € R,ona:e”>1+4x. ‘

2. Soit x un réel strictement supérieur & —1.

D’apres la question précédente, 1 + x < e”. De plus 1 +x > 0 et ¢” > 0 donc par croissance de la fonction In sur
Ri,ona:In(l+z) <lIn(e®).

Conclusion : ‘ pour tout réel z strictement supérieur & —1, In(1 + z) < z. ‘

Solution 3 1. La propriété P(0) est uo = a+ B (on rappelle que par convention 0! = 1).
La propriété P(1) est ux = a + 26.
On doit donc résoudre le systeme :

(systeéme noté S)

a + B 2
{Oc + 28 -1
Pour ce faire, on peut utiliser la premiere ligne pour exprimer, par exemple, a en fonction de (3, puis réinjecter ce
qu’on a obtenu dans la deuxieme ligne afin de calculer 3 : c’est ce qu’on appelle une résolution par substitution.
En classe préparatoire on attendra plutot de vous une résolution par combinaison : il s’agit de faire des combinaisons
entre les lignes afin d’isoler une inconnue. Ici on remplace donc la deuxieme ligne par la deuxiéme ligne moins la
premiére (en n’oubliant pas d’effectuer la méme opération sur le second membre).

a + p = 2
S& { B = —1-2
Reste alors a isoler a dans la premiere équation :
a = 2-0
S & { 3 = 3
Conclusion : ’ P(0) et P(1) soient vraies si et seulement si « =5 et § = —3.

1
2. La propriété P(n) devient donc : 7 un, =5 — 32 Pl 7.
k=0

Montrons par récurrence double que P(n) est vraie pour tout n € N.
— Initialisation : d’apres la question précédente, P(0) et P(1) sont vraies (on a méme choisi o et B afin que
ce soit le cas).
— Hérédité : soit n € N. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Montrons P(n + 2).
Par définition de la suite (un)nen,

n+3 1

Unio = —— Upil] — —— U
nt n—+2 ot n+2 "

Donc d’apres ’hypothese de récurrence,

n+1 n
n+3 1 1 1
“"*2_n+2<5 gkzok!> n+2<5 3kzok!>
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Donc :

n+3 1 1
Untz = n+2<5 3Zk' n+ >n+2<532k!)
_ g(nt3_ 1\ _g(n+3 1 —~1  3(n+3)
B n+2 n+2 n+2 n+2) k! (n+2)(n+1)!

- 5_ SZ n+3)

Or
n+21 n+2
5_SZH = 5—3Zk'—3 Z o
k=0 k=n+1

1 1 1
- 5_3ZH_S<(n+1)! + (n+2)!)

1+n+2
= 5*32573

(n+2)!
3(n+3)
= 5-3
Z (n+2)!
Donc P(n + 2) est vraie.
"1
— Conclusion : |le principe de récurrence assure que pour tout n € N, u,, =5 — 3 Z PR
k=0
Solution 4 1. Soit k € N*.
1 1 . 1 (R +D)(E+2) —2k(E+2)+ k(k+1)
2k k+1  2k+2) 2k(k + 1)(k +2)
k? +3k+2—2k* — 4k + k> + k
- 2k(k + 1)(k + 2)
_ 2
o 2k(k+1)(E+2)
v
k(k+1)(k+2)
Conclusion : pourtoutkEN*,m:if%Her.
2. Soit n € N*. D’apres la question précédente :
(1 1 1
Zk k+2) = I;(zkk+1+2(k+2)>
1 1 = 1
- Sty
k:12k kzlk—+l k:12(k+—2)
Il 1 1 I 1 I 1
SR SR DR P R ) e
2k:1k 2k:1k+1 2k:1k+1 Qk:1k+2
1 (=1 <1 1 1 1
(i) s (ST
2<k_1k: k—1k+1> Q(k_lk+2 k:1k+1
-1 1-— L Jr1 1 1 (apres télescopage)
T2 nt1) 2\ny2 2) P pag
L1
4 2\n+2 n+1
N
T4 2tn+1)(n+2)

n

Conclusion : | pour tout n € N ’;k(k—l—l)(k—&—Q) I At DY)
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n

1 1
3. On note, pour tout n € N* P(n) lassertion : ” § I

1
k+2) 4 2n+1)(n+2)
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N*.

2

1
1 1
— Initialisation : d’ t - —Z daut t L —
nitialisation une par I;:l A autre part j

T " 6 — 15 = & donc P(1)

1 1
2(1+1)(1+2) 4 12
est vraie.

— Hérédité : soit n € N*. On suppose que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

= 1 & 1 1
;k(k+1)(k+2) B ;k(k+1)(k+2) + (n+1)(n+2)(n+3)
= i e 1;(71 ) + CEO Jlr N3 d’apres I’hypothese de récurrence
1 n+3—2
T4 2(n+1)(n+2)(n+3)
1 n+1
T4 2n+D)(n+2)(n+3)
1 1
4

2(n +2)(n + 3)

Donc P(n + 1) est vraie.

— Conclusion : | le principe de récurrence assure que pour tout n € N* Zn: SN S U S
’ ’ — Ek+1)(k+2) 4 2(n+1)(n+2)

n

Solution 5 1. Le calcul des premiers termes permet de conjecturer que, pour tout n € N*, 2(2]6 —-1)= n’.
k=1
On montre cela par récurrence, cela ne présente pas de difficulté (voir par exemple le corrigé de l'interrogation de
cours n°l).

2. Commengons par remarquer que 2021 = 2 x 1010 + 1 donc 2021 est le 1011-iéme nombre impair.
Dans I’écriture des nombres impairs de ’énoncé, il y a 1 nombre sur la premiere ligne, 3 sur la deuxiéme, 5 sur la

troisieme etc. Autrement dit il y a k nombres sur la k-iéme ligne pour tout k € N*.
n

Donc, pour tout n € N*, & la fin de la n-iéme ligne, on a écrit Z(Zk — 1) = n® nombres.
k=1
On résout donc I'inéquation n? < 1011, d’inconnue n € N*, qui donne n < 31.

Conclusion : | comme 312 = 961 et 2021 — 961 = 50, 2021 est & la 50-iéme place de la 32-ieme ligne.




