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DEVOIR MAISON N°7

Probas1

élémentaire & conditionnelle

Sur une ligne de bus, a une station donnée, une enquete a permis de révéler quun bus a la probabilité p = 0.8 d’avoir
un retard inférieur a 7 minutes sur 'horaire officiel.

1. Monsieur V. fréquente cette ligne de bus tous les jours pendant n jours, out n € N* est fixé. On suppose que les
retards journaliers sont indépendants. On pose pour tout k € [1,n] Ay Iévénement "le jour k est le jour ot pour
la premiere fois Monsieur V. attend plus de 7 minutes ”, et Ay I'événement " le temps d’attente est inferieur a
T minutes pendant les n jours”.

(a) Introduire des événements élémentaires.

(b) Décrire Ay a l'aide de ces événements puis déterminer P(Ay).
(c) Pour tout k € [1,n], décrire Ay puis calculer P(Ay).
)

(d) Vérifier par le calcul que EP(Ak) = 1. Comment aurait-on pu justifier autrement ?
k=0

2. facultatif : Lassé des retards, Monsieur V. décide de prendre le bus ou le métro selon le protocole suivant :
— Le premier jour, il prend le bus.
— Sile jour n (n € N*) il attend plus de 7 minutes pour prendre le bus, le jour n+ 11l prend le métro, sinon il
prend de nouveau le bus.
— Sile jour n il prend le métro, le jour n+ 1 il prend le métro ou le bus de fagon équiprobable.

On note p, la probabilité que Monsieur V. prenne le bus le jour n.
(a) Justifier que pour tout entier naturel n non nul : p,1; = (p - %)pn + %

(b) En déduire 'expression de p,, en fonction de n. La suite (p,) est-elle convergente?
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1. (a) On pose pour tout k € [1,n], T, "Monsieur V. attend moins de 7 minutes son bus le jour k"
(b) Ay=Tin---NT, et par indépendance mutuelle des retards journaliers, P(4g) = P(Ty)-- P(T,) = p"
(c) Pour k € [1,n], Ay =Ty N+ NTy_y NT}, d'ot par indépendance, P(A;) = p*~* (1 -p).
(d) Attention, on ne peut pas remplacer P(A;) dans ) P(Ay), car il y a deux expressions différentes pour

k=0
P(Ay) selon k=0 ou k > 1. Il faut donc couper la somme a I'aide de la relation de Chasles :

n n n n—1 n
L PU) =Pl 1, PLA =p”+k2pk‘1(1—p) - p"+(1—p)k2p’“ =" +{l-p) T = = L
=0 =1 | =

On aurait aussi pu jusgiﬁer que (Ay) ke[[;,nﬂ forme un s.c.e.

2. (a) On introduit pour tout n € N*, B, "Monsieur V. prend le bus le jour n”. Pour tout n € N*, (Bn,Fn)
est un systeme complet d'événements donc d'apres la formule des probabilités totales, oy = P (Byy1) =
P(B,)Pg, (By1) + P(Bu)Pg- (But1) = pn X p+ (1= py)5- En effet, sachant quil a pris le bus le jour n
(By), il prend le bus le jour n+ 1, si le bus a eu un retard inférieur a 7 minutes, événement de probabilité p.
d'ott P (By+1) = p. Et, sachant qu'il a pris le métro le jour n, il a une chance sur deux de prendre le bus
le jour n+1 d'od Pg(By41) = % On obtient ppq = (p - %) Dot %

(b) On reconnait une suite arithmético-géométrique, et on remarque py = 1 car le premier jour, il prend le bus.
Ora= (p—%)ozir% @(%—p)a:%@a:ﬁ carp="08#3/2.
On sait que la suite u définie pour tout n € N* par u,, = p, - est géométrique de raison p—1/2 et de premier
terme u = py —a = 1-a dot n € N, u, =p, —a = (1-a)(p-5)" " dolp, = (1-a)(p- 5" " +a.

Comme ‘p - % =(.3 <1 alors (p - l)n_l — Oetdoncp, — a.Lasuite est convergente.
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