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DEVOIR SURVEILLE N° 3

Concours Blanc Math-Info
Suites & Matrices

Durée : 4 heures
Documents & Calculatrices Interdits
Questions de math et celles d'infos a rédiger séparemment

Exercice 1. Le but de l’exercice est de résoudre '’équation M3 = A d’inconnue M € M3(R) ou A

est la matrice suivante
8 2 -—10

A=10 3 -3
0 2 =2

On définit de plus la matrice

|

I
S O =
— =
N W DN

1. Question préliminaire — Soient «, [ et v trois réels distincts.
Déterminer I’ensemble des matrices qui commutent avec la matrice diag(c, 3,7).

2. (a) Montrer que la matrice P est inversible et calculer P~1.
(b) On pose alors D = P~1AP. Calculer la matrice D.
3. Analyse — Soit M € M3(R) une matrice solution de I’équation c’est-a-dire vérifiant M3 = A.

(a) Montrer que A et M commutent.
(b) En déduire que P~'M P et D commutent.

(c) Justifier alors que P~!M P est une matrice diagonale. On note alors A cette matrice dia-
gonale.

(d) Vérifier que A% = D et déterminer explicement A.

(e) Déterminer alors M.

4. Syntheése — Conclure.

Exercice 2. Résoudre les deux systemes suivants, le réel m étant un parametre :

2r+y—2 = 2 r—y+z = m
r—y+z = 4 et r+my—z = 1
S+y—z = m r—y—z =
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Exercice 3 Soit (un)nen+ une suite strictement croissante et convergente vers une limite £.
Montrer que :
Vn € N*, u, < /.

On considere les deux suites (uy)pen* €t (vn)nen+ définies pour tout n € N* par :

1 B 1
un*ZHetvn*un+m~
k=0

1. Montrer que (up)nen+ €t (v )nen+ convergent vers un méme réel. On note ¢ leur limite commune.

2. Ecrire un programme en Python permettant de calculer usg et vsg. Exécuter le programme et
conjecturer la valeur de £.

Remarque : on admet pour l'instant ce résultat, il sera démontré plus tard dans 'année.
3. On souhaite montrer que £ est un nombre irrationnel.
(a) Justifier que :
Vn € N*, u, < { < v,.
(b) Montrer que pour tout n € N*, nlu, et nlv, sont deux entiers consécutifs.

(c¢) Conclure.

NeR il \V)

Exercice 4 Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2 +
par :

. On considere la suite (u,) définie

ug € Ry et pour tout n € N, up1 = f(uy)
1. Ecrire une fonction u(n,u_0) en Python permettant de calculer u, pour n € N (en fonction de
n et de u0).
2. Etudier les variations de la fonction f sur R.
3. Quelles sont les limites finies éventuelles de la suite (u,) ?
4. (a) Justifier que si x € [0, 1] alors f(z) € [0, 3].
(b)
(¢) En déduire le comportement asymptotique de la suite (uy) lorsque ug € [O, %]
(d)

En déduire que si ug € [0, %] alors pour tout n € N, u,, € [0, %]

Ecrire une fonction premier_rang(u_0,epsilon) en Python permettant de calculer le pre-
mier rang ng € N pour lequel }un — %‘ < ¢ (en fonction de epsilon appartenant a R et
d’un réel u_0 appartenant a [0, %] ).
On rappelle que, pour tout réel x, l'instruction abs (z) permet de calculer |z|.
5. Etudier le comportement asymptotique de la suite (up) lorsque :

(a) up = %7

(b) Uy € ]%, +OO[.
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Exercice 5 Soit (z,) une suite réelle convergente vers un réel £. On pose, pour tout n € N*,

n

1
Yn = E;}E:l%
k=1
1. Etude du cas ot la suite (xy,) est croissante
(a) Montrer que pour tout n € N*, y,, <z,
(b) Montrer que la suite (yy) est croissante.
(¢) En déduire que la suite (y,) converge.
(d) Montrer que pour tout n € N*, yg,, > %
(e) En déduire que la suite (y,) converge vers /.

On admet pour la suite que le résultat précédent reste vrai sans [’hypothése de croissance de la
suite (zy,).

2. On considere la suite (u,,) définie par :

2
1
up € [0, 1] et pour tout n € N, up11 = u”;
(a) Montrer que pour tout n € N, u,, € [0, 1.
(b) En déduire que la suite (u,) converge.
(c) Déterminer la limite de la suite (uy,).
1 1

(d) On pose, pour tout n € N, v,, = 1 — uy, et w, = - .

Un+1 Un

i. Justifier que la suite (w,,) est bien définie.

ii. Compléter les fonctions suivantes afin qu’elles revoient u,, puis w, pour n € N dans le
cas ol ug = %

def suite_u(n)

return ...
def suite_w(n):
return .....

_1
14wy °

iv. En déduire que la suite (wy) converge et calculer sa limite.

iii. Montrer que pour tout n € N, w,, =

v. En déduire, si elle existe, la limite de la suite (nwvy,).




Proposition de solutions

Solution 1 1. Question préliminaire — On pose

a b ¢
B=|d e f
g h i
On calcule Bdiag(a, §,7) et diag(a, 8,7)B et I'on montre (en raisonnant par équivalences) que
gb = ab b = 0
e = ac c =0
: . ad = pd d =0
Bdiag(a, 8,7) = diag(a, 8,7)B < = ,
g(a, 8,7) g(a, 8,7) vf = Bf f =0
ag = g g =0
Bh = ~h h =0

la derniere équivalence découlant de ce que les trois réels a, [ et 7 sont distincts.
Ainsi 'ensemble cherché est I'ensemble des matrices diagonales.

2. (a) Méthode habituelle par résolution de systeme linéaire. On trouve que P est inversible et

1 0 -1
Pl=|l0 -2 3
0 1 -1

(b) On trouve que D = diag(8,0,1).
3. Analyse -
(a) On peut écrire AM = M*M = M* = MM? = MA.
(b) On en déduit alors que
P'MPD =P 'MPP'AP =P '(MA)P =P '(AM)P =P 'APP"'MP = DP"'MP.
(c) La matrice P~'M P commute avec D = diag(8,0,1). D’apres la question préliminaire, comme les trois réels
8, 0 et 1 sont distincts, la matrice P~*MP est diagonale.

Attention : Ne pas oublier de dire que les trois réels 8, 0 et 1 sont distincts, ce qui est important pour pouvoir
utiliser la question 1.

(d) Comme A = P"'MP alors A* = P"'M*P = P"'AP = D.
Posons alors A = diag(a, b, c). Alors A* = diag(a®,6*,¢*). Donc
diag(a®, b, ¢*) = diag(8,0,1).
On en déduit que a® =8 i.e. a =2. De méme b=0 et c = 1.

(e) Comme A = P~"MP alors M = PAP™". En explicitant les trois matrices et en faisant un calcul de produit
de trois matrices, on trouve

2 2 -4
M={0 3 -3
0 2 -2

4. Synthése — On pose M comme & la question précédente et on calcule M3, On trouve bien A.



Solution 4 1.

2.
3.

4.

def calcul_u(n,u_0):
u=u_0
for k in range (n):
u=ux*2+2/9
return u

On vérifie immédiatement que la fonction f est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R .

La fonction f est continue sur R et la suite (u,) est définie par, pour tout n € N, up+1 = f(un) donc d’apres le
théoreéme du point fixe sa limite £ (si elle existe) vérifie £ = f(£). Or

E:f(é)<:)6262+§<:)€2—€—§:0
La méthode usuelle de résolution d’une équation de degré donne ¢ = % oul = %

Conclusion : ‘ les limites finies éventuelles de la suite (un) sont % et % ‘

(a) La fonction f est croissante sur [0, 1] donc si @ € [0, 3] alors f(z) € [f(0), f (3)], autrement dit f(z) €
[%, %} Comme [%, é] C [O, %] on a bien :

siz € [0,3] alors f(z) € [0, 1]. ‘

Conclusion :

(b) Une récurrence immédiate (non détaillée ici) assure le résultat.

(¢) Etudions les variations de la suite (u,) : pour tout n € N,

2 2

Un+1 — Un = Uy — Un — =

9
Les calculs de la question 3 et les propriétés des trindmes assurent que, pour tout « € [0, %], z?—x— % > 0.
Or, d’apres la question précédente, u, € [07 %] pour tout n € N. Donc pour tout n € N, u2 — u, — % >0,

donc la suite (uy) est croissante.

De plus elle est majorée par % donc d’apres le théoreme de limite monotone elle converge. En notant ¢ sa
limite, on a, par conservation des inégalités larges par passage a la limite, ¢ < %

Donc, d’aprés la question 3, £ = 1.

Conclusion :‘si ug € [O, %] alors la suite (u,) converge vers %

(d) Une premiere solution, utilisant la fonction calul_u définie a la question 1 :

def premier_rang(u_0,epsilon):
n=0
while abs(calcul_u(n,u_0)-1/3)>=epsilon:
n=n+1
return n

Ou directement, peut-étre un peu moins élégant mais beaucoup plus efficace en temps de calcul (pourquoi,
réfléchissez-y!) :

def premier_rang bis(u_0,epsilon):
n=0
u=u_0
while abs(u-1/3)>=epsilon:
n=n+1
usu**2+2/9
return n

(a) Siup = % alors une récurrence immédiate assure que pour tout n € N, u, = %, donc la suite (uy) converge

2
vers 3"

(b) Siwup € ] %, 400 [, on reprend le plan d’étude de la question 4 :
i. on commence par montrer, en utilisant les variations de f, que si x € ]%, +oo[ alors f(z) € ] %, 400 [
ii. une récurrence immédiate assure alors que u, € ]%, +oo[ pour tout n € N.
iii. on étudie les variations de la suite (u,) : pour tout n € N,

2 2
Un+1 — Un = Up — Un — 7

9

Les calculs de la question 3 et les propriétés des trindmes assurent que, pour tout x € ]%,—i—ooL

2 —z— % > 0. Or, d’apres la question précédente, u, € ]%, +oo[ pour tout n € N. Donc pour tout

neN, w2 —u, — % > 0, donc la suite (un) est croissante.



Solution 5

(b)

iv. supposons maintenant que la suite (un) converge : en notant ¢ sa limite, on a, d’aprés la question 3,
{ = % out = % Pourtant la suite (un) est croissante donc pour tout n € N, u, > ug > %, donc
par conservation des inégalités larges par passage a la limite, £ > up > % On aboutit donc a une
contradiction. Donc la suite (u,) diverge. Comme en outre elle est croissante on peut conclure.

Conclusion : ‘ siug € } %, +oo[ alors la suite (u,) diverge vers +oo.

1. (a) Soit n € N*. La suite (z,) est croissante donc pour tout k € [1,n], zx < z,. En sommant pour
n

k variant de 1 a n, on a donc Zxk < nxy. Donc comme n > 0, y, < Ty,

k=1
Soit n € N*.
_ (@it Tt 4+ Tuo1 +Tn) F Tl NYn + T
Ynt1 = ntl T
Donc
Yntl — Yn = NYn + Tnt1 _ (n+ Dyn _ Tnt1l —Yn > Tn — Yn >0

n-+1 n+1 n+1 n-+1
d’apres la question 1.

Conclusion : ‘ la suite (yn) est croissante. ‘

La suite (z,) est croissante et a pour limite £ donc pour tout n € N*, z, < £. Donc d’apres la question 1(a),
yn < £ pour tout n € N*. On a en outre montré a la question précédente que la suite (y») est croissante.

Conclusion : ‘ d’apres le théoréme de limite monotone la suite (y») converge. ‘

Soit n € N*.
1 2n
Yan = % Z Tk
k=1
2
_ D1 Th + D pgy Th
2n
_ nyn + Ziianl Tk
o 2n
2n 2n
Or, par croissance de la suite (z,), Z Tr > Z Ty = nxp. En simplifiant par n > 0, on a bien :
k=n+1 k=n+1

Conclusion : | pour tout n € N*, ya,, > %

Notons £ la limite de la suite (y,). On a tout d’abord, d’aprés la question 1(c), y», < £ pour tout n € N.
Donc par conservation des inégalités par passage & la limite, ¢/ < /.

En reprenant le résultat de la question 1(d), on a également, par conservation des inégalités par passage a
la limite, ¢ > £ donc ¢/ > ¢.

Conclusion : | ¢/ = { et la suite (y,) converge vers /. ‘

Raisonnons par récurrence. Pour tout n € N, on pose P(n) : "u, € [0,1]".

Ingtialisation : d’apres I’énoncé ug € [0, 1] donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit n > 0. Supposons P(n) vraie. On a donc u,, € [0, 1. La fonction racine carrée étant strictement
croissante sur Ry (donc en particulier sur [0,1[), u2 € [0, 1[, donc # € [0,1], i.e. un+1 € [0,1[. Donc
P(n+ 1) est vrale.

Conclusion : ‘ d’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, € [0, 1]. ‘

Etudions les variations de la suite (u,) : pour tout n € N,

ui+1_u”:ui+1—2un:(un—1)2 >0
2 2 2

Donc pour tout n € N, upt1 — un > 0, donc la suite (un) est croissante.

Un+1 — Un =

De plus elle est majorée par 1 donc d’apres le théoreme de limite monotone elle converge vers une limite
réelle notée /.

On note f: z € R —> # La fonction f est continue sur R et la suite (u,) est définie par, pour tout
n €N, unt1 = f(un) donc d’apres le théoréme du point fixe sa limite ¢ vérifie £ = f(¢). Or

241 — (£ —1)?

=0<==/I=1
2 2

C=f(0) = (=

Conclusion : |u, — 1.
n——+oo




ii.

iii.

iv.

. D’apres la question 2(a), u, € [0,1] pour tout n € N. Donc pour tout n € N, v, =1 — u, €]0,1]. En

particulier pour tout n € N, v, > 0. Donc la suite (wy) est bien définie.
def suite_u(n)

u=0.5

for k in range(n):

u=(u**2+1)/2

return u
def suite_w(n):

return 1/(1-suite_u(n+1))-1/(1-suite_u(n))

Soit n € N.
1 1
wy, = _ =
Un+1 Un
_ 1 1
o1 -— Un+1 T1- Un
_ 1 1
1 1
T o=@ 1-u,
2
_ 2 1
o1 —w? T 1w,
_ 2 1
(I —un) (I +un) 1—u,
2 1+ un
(I—un)X+un) (1—up)(l+uy)
_ 2—1—uy
T (1 —un) (1 +un)
_ 1
- 1+ un
Conclusion : | pour tout n € N, w, = %un

=

D’apres la question 2(c), un — 1, donc par théoréme d’opérations sur les limites, w, —
n—+0o0o n—+o00

1 n
. Posons, pour tout n € N*, z,, = — Zwk.
gt

La suite (w,) converge vers 3 donc d’aprés la question 1 la suite (wn) converge elle aussi vers 3 (la

remarque de la fin de la question 1 assure que ce résultat reste vrai méme sans I’hypothése de croissance
de (wn)).
Or pour tout n € N,

n n

1 1 1 1 1 1 1
Zn = — E wy = — E -——)== — — | (par télescopage)
n n Vk+1 Vk n Un+1 Vo
k=1 k=1
Dongc, pour tout n € N*, z,, = nviﬂ — Tio Donc nviﬂ = zn—l—ﬁl)o, donc nvnp4+1 = ﬁ Finalement,
nvg
pour tout n € N*, vp41 = ﬁ Ceci est vrai pour tout n € N*, donc en remplagant n par n — 1
i #n nvg

1 n
1 1 :
(nfl)(zn—ﬁm (nfl)(zn—ﬁm)
— O,etonaz,—1 — Legp -2 — 1.

n
—+o0 n——+oo 2 n—1 n——+oo

on a : pour tout n > 2, v, = ), donc nv,, =

. 1
Il est clair que n—Dwvo 4

Conclusion : | par théoréme d’opérations sur les limites, nv,, — 2.
) o7
n o0




