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DEVOIR SURVEILLE N°4

Matrices & Probabilités

Durée : 4 heures

Polynome annulateur

1 2 3
L SoitA=(1 -1 1}.
-2 1

(a) Montrer que A% — A% 4+ 24 + 1113 = 03,
(b) En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
2. Soit A = (a; ;) € Ma(R) la matrice carrée définie par a;; =0 et a;; =1 sii # j.

(a) Quelle est la matrice A+ I, ? Calculer alors (A + I)?.

(b) En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

5 -2 1
3. S0t A=|-2 2 2. Montrer que A% = 6A. En déduire que A n’est pas inversible.
I 2 5
Diagonalisation
1 1 -1 I -3 0
Soient P=| 0 1 1 |etA=[-6 4 -6
-1 0 1 -3 3 -2

1. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
2. Montrer que la matrice D = P~1AP est diagonale.
3. Déterminer D", pour tout n € N.

4. Montrer que, pour tout n € N, A" = PD"P~!. En déduire A pour tout n € N.

5. Informatique: Ecrire un programme python qui : demande & l'utilisateur de saisir
n, déhinit la valeur de A et P, calcule D et affiche la valeur de An
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Une urne Uy contient 3 boules blanches et 4 noires, et une urne U, contient 4 boules
blanches et 3 noires. On effectue n tirages (avec n € N*) dans les conditions suivantes :

e tous les tirages se font avec remise;
e on effectue un premier tirage dans Uy ;
e si un tirage donne une boule blanche le tirage suivant se fait dans Uy, sinon il se fait dans Us.
On note p,, la probabilité d’obtenir une boule blanche au n-ieme tirage.
1. Déterminer p,+; en fonction de p,,.
2. En déduire la valeur de p, pour tout n > 1.
FExceptionnellement, on pourra utiliser la calculatrice.

Une maladie touche 20% de la population d’un pays. Lors d’'un dépistage de la maladie, on utilise
un test biologique qui a les caractéristiques suivantes :

o lorsque la personne est malade, la probabilité d’avoir un test positif est 0,70.
e lorsque la personne n’est pas malade, la probabilité d’avoir un test négatif est 0,95.

On choisit une personne au hasard dans cette population. On appelle valeur prédictive positive du
test (VPP), la probabilité qu'une personne soit malade sachant que le test est positif. On estime
que ce test est efficace pour une population donnée lorsque cette probabilité est supérieure a 0,95.

1. Calculer la valeur prédictive positive de ce test. Ce test est-il efficace sur la population
étudiée ?

2. Mémes questions en supposant cette fois que 60% des personnes sont touchées.
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Probleme
Partie | : calcul matriciel
On considere les matrices suivantes :
1 2 0 1 1 2 1 1 1
M=113 1}, P=12 0 1|, @=19 -9 3
3 0 4 3 -1 -3 -2 4 =2

1. Montrer que P est inversible et préciser la matrice P~!, puis exprimer P~! en fonction de Q.
1
2. Montrer que D = G QM P est une matrice diagonale que I'on calculera.

3. Exprimer M en fonction de D, Q et P puis montrer que M est inversible et exprimer M !
a l'aide de Q et P.

4. Déterminer D™ pour tout n € N.
5. Etablir que pour tout entier naturel n, on a :

M" = %PD"Q

6. Justifier que la premiere colonne de la matrice M™ est :
1 5r—ont2 49
— 2(5™ —2m)
3(5™ 4+ 2"+1) -9
7. Informatique: Ecrire une fonction python qui prend en parameétre un entler n, calcule et retourne la

Partie Il : étude de I’entrainement d’un athléte au triathlon

Les trois sports du triathlon sont : la natation, le cyclisme et la course a pied.
Un athlete décide de pratiquer un sport par jour pour s’entrainer au triathlon. Il commence son
entrainement par la natation, au jour 0.
Son entrainement obéit ensuite aux régles suivantes (valables pour tout entier naturel n) :

o si 'athlete a pratiqué la natation le jour n, alors il pratiquera au jour n+ 1 :

— la natation avec probabilité 1/5
— le cyclisme avec probabilité 1/5

— la course a pied avec probabilité 3/5
o si 'athlete a pratiqué le cyclisme le jour n, alors il pratiquera au jour n + 1 :

— la natation avec probabilité 2/5

— le cyclisme avec probabilité 3/5
« si 'athlete a pratiqué la course a pied le jour n, alors il pratiquera au jour n + 1 :

— le cyclisme avec probabilité 1/5

— la course a pied avec probabilité 4/5
Pour tout entier naturel n, on désigne par :
e A, I’événement « ’athlete s’entraine a la natation le jour n » et par a, la probabilité de A,,.
e B, I’évenement « l'athlete s’entraine au cyclisme le jour n » et par b, la probabilité de B,,.

e (), I'évenement « l’athléte s’entraine a la course a pied le jour n » et par ¢, la probabilité

de C,,.
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7. Déterminer ag, by, cg, a1, b1, c1.

8. Calculer la probabilité pour qu’il enchaine natation - course a pied - cyclisme - natation (dans
cet ordre) les 4 premiers jours.

9. On suppose, pour cette question seulement, que 'athlete a fait du cyclisme le jour numéro
2. Quelle est la probabilité qu’il ait fait de la natation le jour numéro 17

10. Montrer, a 'aide de la formule des probabilités totales, que pour tout entier naturel n on a :

1 2
Ap4+1 = g&n + gbn

Déterminer de méme les probabilités b1 et c,41 en fonction des probabilités a,, b, et c,.
On attend une justification précise.

11. Parenthése informatique. Ecrire une fonction python Probas(n) qui, étant donné n € N,
renvoie la liste [ay, by, ¢y

12. Déterminer la matrice A telle que, pour tout entier naturel n :

Ap 41 ap,
bn+1 =A bn
Cn+1 Cp,

et exprimer A en fonction de la matrice M de la partie I.
13. En déduire alors I'expression de a.,, b, et ¢, en fonction de n pour tout entier naturel n.

14. Déterminer les limites des suites (@, )nen, (bn)nen €t (¢n)nen-

Exercice Bonus

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On dispose d’une piece donnant "Pile” avec la probabilité p €]0, 1] et ”Face” avec la probabilité ¢ =1 — p.
On lance la piece et on arréte les lancers dans I'une des deux situations suivantes :
e Soit si 'on a obtenu ”Pile” .
e Soit si I'on a obtenu n fois ”Face”.
On note T;, le nombre de lancers effectués, X,, le nombre de ”Pile” obtenus et enfin Y,, le nombre de ”Face” obtenus.
On admet que T,,, X,, et Y, sont des variables aléatoires toutes les trois définies sur un espace probabilisé (£2;.A4; P)
que 'on ne cherchera pas a préciser.
1. (a) Pour tout k € [1,n], déterminer, en distinguant le cas k = n, la probabilité de P(T,, = k).
n

(b) Vérifier par le calcul que Y P (T, = k) = 1.

k=1
n-l 1—nz" "' 4z"(n—1)
(c) Montrer que pour x # 1, > kxF~1 = — a—ar -
k=1
(d) Etablir que T;, admet une espérance et vérifier que FE (T,) = 1{}:

2. Donner la loi de X, et vérifier que E(X,) =1—¢" .
3. (a) Donner la loi de Y,,.

(b) Ecrire une égalité liant les variables aléatoires T;, , X,, et Y,, puis en déduire F (Y;,).
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Partie | : calcul matriciel

1. Soient B =

et X =

PX=B<&

:
|
|
|
&

Probleme

dans M3 1(R).

[z]+y+22=a
2v4+2=5
3x—y—3z=c
[z]+y+22=a
—2y|—3z=-2a+1b
—4y—9z=-3a+c

—3z=a—2b+c
x*7a+1b+ 5C

Lo+ Lo —214
L3+ L3—314
Ly« L+ %LQ

Ly <+ L3 —2L,



Pour tout B il y a une unique solution donc P est inversible et ici on lit :

1 1 1
6 6 6 )
-1_| 3 3 1 | _
Pr=13 -3 3 |=¢¢
1 2 1
3 3 3
5 0 0
2. Apres calculs, | D= [0 1 0| |donc est bien diagonale.
0 0 2

1
3. D = P"'MP donc PDP~! = PP"'MPP~! = M. Ainsi, | M = ~PDQ|. Or,

6
D est diagonale et n’a aucun coefficient diagonal nul donc elle est inversible et
T
= 0 0
5
D '=10 1 0].Deplus, Pet P! sont inversibles donc par produit, M est
00 %
. (5 00
inversible et | M~' = P~'D7'P = EQ 01 0P
00 3
5" 0 0
4. D étant une matrice diagonale, pour tout n € N, [ D= 0 1 0
0o 0 27

5. On réalise une récurrence.
Initialisation. Pour n = 0,

1 1 1
M® = I3 d’une part, et 6PDOQ = EP.[gQ = EPQ = I3 d’autre part, donc
1
MO = EPDOQ.
1
Hérédité. Soit n € N tel que M" = EPD"Q.

1 1 1 1
Alors PD"'Q = (PD"DQ = 5 PD"QMPQ = M".M.6I; = M"+.

1
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, la propriété | M™ = EPD"Q est

vraie pour tout n > 0.

1
6. La premiere colonne de la matrice M™ est le résultat de M™ | 0 | c’est-a-dire

0
1 1 1 1 1 5n 1 5% 49 — 2nt2
6PD”Q 0] = EPD" 9 | = 6P 9 =5 2 x 57 — ontl
0 -2 —on+l 3x 5" —943xontl

Partie Il : étude de I’entrainement d’un athléte au triathlon

7. L’athléte commence, au jour 0, par de la natation. Ainsi, |ag =1 et by = ¢ =0

. . 3
et au jour suivant, on a d’apres I’énoncé : (a1 = b; = 3 et c; = 3

8. On cherche P(AgNCy N By N A3z). D’aprés la formule des probabilités composées,

P(AoNC1N By N Az) = P(Ay)Pa,(C1)Payncy (B2)Pagneins, (As)
X g
5

:1><§><1
5
P(AonCiNB OA)—i
0 1 2 3) = 195

9. On cherche Pp,(A4;). D’apres la formule de Bayes,

_ P(A)Pa,(B2) _ 5 %3
P4 = =5, " PB

Or, (A1, B;,C4) est un systéme complet d’événements. D’apres la formule des
probabilités totales,

1 11 3 3 1
P(BQ) = P(Al)PAl (BQ)—|—P(B1)P31 (Bg)—i—P(Cl)PCl (BQ) = 5X5+5X5+5X5 =
Ainsi,
= 1
Po,(A1) = % = 2
25

10. Pour tout n > 0, les événements A,,, B,, et C,, forment un systéme complet d’éve-
nements.



Donc, d’apres la formule des probabilités totales :

Ap4+1 = P(An—i-l)
= P(An)PAn (An+1) + P(Bn)PBn (An-&-l) + P(On)PCn (An+1)

1 2
= —-P(A, -P(B,,
= P(Ay) + 2 P(By)
1 2
= —a, + =b,.
5% T3
De méme,
1 3 1
bn-i-l = P(An)PAn(Bn-i-l)"‘P(Bn)PBn(Bn+1)+P(Cn)PCn(Bn+1) = 5an+gbn+5cn-
3 4
et cpqp1 = P(An)PAn(Cn—H) +P(BTL)PBH(C7L+1) +P(C7L)PCn(Cn+1) = ga'rL"' gcn-
1 2
an1 = gan + gbn
1 3 1
n +1 5a + 5 + 56
3 4
Cn+1 = gan + gcn
11. def Probas(n):
L =[1,0,0]
for k in range(n):
a = L[o]
b = L[1]
c = L[2]
L = [1/5%xa+2/5%xb , 1/5*xa+3/5xb+1/5%c , 3/5%a+4/5%c]
return L
1 2
Ap41 5 5 0 an an
12. Pour tout n € N, | buy1 = - by, = A|b, |, avec
Cn+1 3 4 Cn Cn
5 0 3
1 1 2 0
A=—-11 3 1| ==-M.

w
(aw]
N

13. Notons

1

Initialisation. Pour n = 0,

50

1
7M0X0 =1x I3X0 = X().

1
Hérédité.Soit n € N tel que X,, = 5—HM"X0.

Alors, d’apres la question précédente,

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, | X,,

OI‘XQZ

d’apres la question 6. Ainsi, |a, =

an+1
Xn+1 == bn+1
Cn+41

1

0

M" Xy = premiére colonne de M" = —

0| donc

Démontrons que pour tout n € N, X,, = 5—nM”X0.
1 1 1 1
=_MX,=-Mx —M"X, = M X,
5 5 5% Fn+1

1
= 5—nM”XO ppur tout n € N.
5n _ 2n+2 + 9

2x 5" —2x2"
3xH"4+3x2mtl 9

- (5)
et|en==—(=
2 \5

()

14. Puisquege]fl,l[et36]71,1[01121 lim <> = lim <) =0.

5

n—-+o0o

Ainsi,

lim a, ==

n—-+oo

I .
0 =3

lim b, = 1 et
3




Exercice Bonus

— introduire pour tout i € [1,n] les événements P;, F; ...
1. (a) La case n est particuliere car 2 conditions d’arrét! Soit k& € [1,n —1]. Alors (T, =k)=F1 N - Fr_1 N Py
et d’apres la formule des probabilités composées (a écrire), P(T,, = k) = ¢""'p, avec ¢ =1 — p.
(T, =n)=[FiN---NF, 1 NFJU[FRN---NF,_1NP]=FnN---NF, 1 dou P(T,, =n) = ¢" L.
(b) Attention de bien couper la somme avant de pouvoir remplacer P(T = k) ! D’apres la relation de Chasles :

n n—1 n—1 n—2 1
kZ P(T, =k)= kE P(T, =k)+ P(T, =n) = (kZ pd" ) +q" = (p Zoqj) +q = (pEE) + ¢ =
=1 =1 =1 j=

(1=¢""") +¢"" (car 1 —g=p) =1
Autre argument (si ’énoncé n’avait pas dit "par le calcul”) : T,,(2) = [1,n], donc {(T;, = k), k € [1,n]} est
un s.c.e donc Y P(T, =k) =1.

k=1

n—1
(c) Pour x # 1, le polynéme P,(z) = > 2% vaut P,(x) = =2, P, est dérivable sur R, et pour x # 1
k=1

n—1 n— n n— n
PT/L(CC) _ kzlkxk—l _ (-nz 1()1(i;)3¢2)+(96—3c ) _ 1-n= (114;3;02 (n—l).

—T

n—1
Ou partir de R,,(z) = Y 2% = 1=~ de méme dérivée ... (puisque la dérivée du terme 1 vaut 0).
k=0

(d) T, est une variable finie donc admet une espérance et
n n—1 n—1
E(T,)=>Y_kP(T,=k) = > kP(T,=k) +nP(T,=n) (relation de Chasles) = p>_ k¢"*~1 + ng"~!
k=1 k=1 k=1

g™t (n—1)a" e g™t (n—1)g™ na™=1(1— _on—1 n_ n n—1__ n _on
:pl q (1_+q()2 Da" ng"! = 1-ng 1ir(§ Da" | ng 1_(ql 9 _ 1-ng" " +ng 1_qq +ng ng" _ 11_qq )
2. X, (2) ={0,1} (donc X,, suit une loi de bernoulli) et (X,, =0)=F;N---NF, don P(X,, =0) = ¢".
On en déduit que P(X,, =1)=1—-P(X,, =0) =1 — ¢" puis que E(X,,) =1—¢".
3. (a) Yo(Q) = [0,7n]. Pour tout k € [0,n — 1], (Y;, = k) se réalise ssi Pexpérience finit par un pile : (Y,, = k) =
FiN.NFENPeet PY,=k) =¢"p.Et (Y, =n)=F nN..NFE, dou P(Y,, =n) = q".
(b) Un lancer donne soit pile soit face d’ou T, = X,, + Y, et Y,, = T,, — X,,. Par linéarité de I'espérance,

E(Y,) =E(T) - E(X,) =52 —(1-¢) = (1-¢") (5 -1) = (1 - ") 1%




