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Polynômes
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◦
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Durée : 4 heures
Documents & Calculatrices Interdits

La présentation, la lisibilité et l'orthographe entreront dans l'appré
iation des 
opies. Une 
opie non

soignée sera pénalisée. La justi�
ation des résultats, la 
larté et la pré
ision dans le raisonnement est prise

en 
ompte dans la notation. Les résultats essentiels et les réponses aux questions doivent être en
adrés ou

soulignés.

Vous pouvez admettre le résultat d'une question si vous n'arrivez vraiment pas à le montrer, mais il

faut à 
e moment là l'indiquer 
lairement sur la 
opie.

Il n'est pas né
essaire de faire les exer
i
es dans l'ordre, à 
ondition de 
lairement numéroter sur sa


opie les questions auxquelles on répond. En revan
he, il est dé
onseillé de 
hanger sans arrêt d'exer
i
e et

de répondre à des questions par 
i par là, notamment en 
e qui 
on
erne les problèmes qui sont généralement


onstruits de façon progressive (les questions suivantes dépendant de 
elles pré
édentes).

En�n, lisez bien les énon
és et les hypothèses et prenez le temps de ré�é
hir et de 
her
her au brouillon.

L'usage de la 
al
ulatri
e et de tout matériel éle
tronique est interdite. Les téléphones

doivent être rangés dans les sa
s.

En
adrez ou soulignez vos solutions et prenez une nouvelle 
opie pour 
haque nouvel exer
i
e.

Bon travail !

Problème 1

Partie I

On 
onsidère les fon
tions P et g dé�nies respe
tivement sur R et ]0; +∞[ par :
P (x) = 3x3 − x− 2 et g(x) = x3 − x+ 3− 2 ln(x).

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que ∀x ∈ R, P (x) = (x− 1)(ax2 + bx+ c).
Si vous n'arrivez pas à faire 
ette question, vous pourrez admettre que a = 3, b = 3 et c = 2.

2. Dériver g puis exprimer g′(x) en fon
tion de P (x) pour tout x ∈ R. En déduire que son signe est


elui de P (x) pour toutx ∈ R.

3. En déduire les variations de g sur son ensemble de dé�nition.

4. En déduire que ∀x ∈ ]0;+∞[ , g(x) > 0.



Partie II

On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ]0; +∞[ par : f(x) = x + 1 +
x− 1 + ln(x)

x2
et on note Cf sa


ourbe représentative.

1. E
rire un programme Python qui dé�nissent la fon
tion f .

2. Dériver f et mettre le résultat sous la forme f ′(x) =
g(x)

xk
pour tout x ∈ ]0; +∞[, où k est un entier

dont on pré
isera la valeur.

3. En déduire les variations de f sur son ensemble de dé�nition.

4. Déterminer une équation de T1, la tangente à Cf au point d'abs
isse 1.

5. E
rire un programme Python qui tra
e f et sa tangente sur l'intervalle [0.1; 7] ave
 deux 
ouleurs

di�érentes. Ajouter un titre et une légende.

6. Montrer que f(x) ≥ x+ 1 lorsque x ≥ 1 et que f(x) ≤ x+ 1 lorsque 0 < x ≤ 1.

En déduire la position de Cf par rapport à la droite ∆ d'équation y = x+ 1.

Partie III

On 
onsidère la fon
tion h dé�nie sur ]0; +∞[ par h(x) = x(1−
1

x
)
.

1. Dériver h.

2. A l'aide de la question II.6, donner les variations de h.

3. Résoudre l'équation h(x) ≥ x sur ]0; +∞[ et en déduire la position relative de Ch et de D : y = x.
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On considère la fonction f définie sur R∗ par : f (x) = xe−
1
x . On note Cf sa courbe représentative dans un repère orthonormé du plan.

Définition : On dit que la droite d’équation y = ax+ b est asymptote à Cf au voisinage de +∞ lorsque lim
x→+∞

f (x)− (ax+ b) = 0. On définit

de manière analogue une droite asymptote en −∞.

Partie A. Étude de f .

1. Étudier la parité de f .
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Préciser les éventuelles asymptotes de Cf .

3. (a) Rappeler lim
X→0

eX − 1
X

.

(b) Déterminer lim
x→+∞

(f (x)− x) ainsi que lim
x→−∞

(f (x)− x)

(c) En déduire que Cf admet une droite asymptote aux voisinages de ±∞.
4. Dresser le tableau de variations complet de f sur R∗.
5. Déterminer lim

x→0
x>0

f ′(x).

6. (a) Établir : ∀x ∈R∗, f ′(x) < 1.
(b) En déduire la position relative de Cf par rapport à la droite d’équation y = x − 1.

7. Représenter l’allure de Cf dans un repère du plan judicieusement choisi. On veillera à faire figurer toutes les informations établies
précédemment permettant d’obtenir la courbe la plus précise possible.

Partie B. Étude d’une suite.

On considère la suite (un) définie par :
{

u0 = 1
∀n ∈N, un+1 = f (un)

.

1. Écrire une fonction Python, nommée u, qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et renvoie la valeur de un en sortie.
2. Représenter les premiers termes de (un) sur le graphique ci-dessous, sur lequel la courbe de la fonction f est représentée. Que

peut-on conjecturer sur le comportement de la suite (un) ?

−0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
−5 · 10−2

5 · 10−2

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Cf

3. Démontrer que pour tout n ∈N, un existe et un ∈]0;1].
4. Étudier les variations de (un).

5. (a) Établir : ∀x ∈]0;1], f (x) ≤ 1
e
x.

(b) En déduire : ∀n ∈N, un ≤
(1
e

)n
.

(c) Conclure sur l’existence et la valeur de la limite de la suite (un).

(d) Résoudre l’inéquation
(1
e

)n
≤ 10−20, d’inconnue n ∈N, puis interpréter le résultat obtenu. Donnée : 20ln(10) ≃ 46,05.

(e) Le programme suivant (dans lequel u est la fonction Python définie à la question 1 de la partie B) affiche la valeur 4. Inter-
préter cette valeur et la comparer avec celle obtenue à la question précédente.

1 n=0
2 while u ( n) >10∗∗ ( −20) :
3 n=n+1
4 print ( n )

6. Considérons la suite (Sn) définie surN par : Sn =
n∑

k=0

uk .

(a) Étudier les variations de (Sn).
(b) A l’aide du résultat établi à la question 5(b) de la partie B, démontrer que la suite (Sn) est majorée.
(c) Que peut-on en déduire?
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Le but de l’exercice est de déterminer l’ensemble E =
{
P ∈R[X] / P(X2) = (X3 + 1)P(X)

}
.

1. Vérifier que le polynôme nul appartient à E. Le polynôme P(X) = X2 + 1 appartient-il à E ?
2. Prenons P un polynôme non nul appartenant à E.

(a) Démontrer que deg(P) = 3.
(b) Démontrer que P(1) = 0.

(c) En dérivant la relation P(X2) = (X3 + 1)P(X), établir que P′(0) = P′′(0) = 0.

(d) En déduire qu’il existe un réel non nul a tel que P(X) = a(X3 − 1).

3. Réciproquement : démontrer que s’il existe un réel a tel que P(X) = a(X3 − 1), alors P ∈ E.
4. Combien l’ensemble E contient-il de polynômes? Les décrire.

Exercice 1

Soit g la fonction définie pour tout réel x par g(x) = (x3 + 4x2 + 5x + 2) e−x. On désigne par
C la courbe représentative de g dans un repère du plan.

1. Déterminer les limites de g en −∞ et en +∞.

2. Soit f la fonction polynomiale définie par f(x) = x3 + x2 − 3x− 3.
Trouver une racine de f puis une factorisation (maximale) de f(x) dans R[x].

3. En déduire les variations de g. On dressera le tableau de variation complet de g.

4. Donner une équation de la tangente à la courbe C au point d’abscisse −2.

Exercice 2

Partie I : préliminaires

On considère la fonction f définie par f(x) = ln(1 + x2)− x.

1. Déterminer l’ensemble de définition de f .

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Dresser le tableau de variation de f .

4. Déterminer le signe de f sur l’intervalle [0, 1], en justifiant précisément.

5. Justifier pour tout réel x > 0, l’inégalité : ln (1 + x) 6 x.

Partie II : étude d’une suite

Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 1 et pour tout entier n ∈ N, un+1 = ln
(
1 + (un)2).

6. Écrire un programme python qui affiche la liste L = [u0, u1, . . . , u100].

7. Établir pour tout entier n ∈ N, l’encadrement suivant : 0 6 un 6 1.

8. Étudier la monotonie de la suite (un)n∈N.

9. Montrer que (un)n∈N est convergente et déterminer sa limite.

10. Écrire un programme python qui détermine le plus petit entier n ∈ N tel que un < 10−4.

11. (a) Pour tout entier n ∈ N, établir l’inégalité : un+1 6 u2
n.

(b) En déduire pour tout entier n > 1, l’inégalité un 6 (ln(2))n.

(c) Établir pour tout entier n > 2, l’inégalité
n−1∑
k=0

uk 6
1− (ln(2))n

1− ln(2) .

1/3
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Problème 1

Partie I

On considère les fonctions P et g dé�nies respectivement sur R et ]0; +∞[ par :
P (x) = 3x3 − x− 2 et g(x) = x3 − x + 3− 2 ln(x).

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que ∀x ∈ R, P (x) = (x− 1)(ax2 + bx + c).
Si vous n'arrivez pas à faire cette question, vous pourrez admettre que a = 3, b = 3 et c = 2.

2. Dériver g puis exprimer g′(x) en fonction de P (x) pour tout x ∈ R. En déduire que son signe est
celui de P (x) pour toutx ∈ R.

3. En déduire les variations de g sur son ensemble de dé�nition.

4. En déduire que ∀x ∈ ]0; +∞[ , g(x) > 0.

Partie II

On considère la fonction f dé�nie sur ]0; +∞[ par : f(x) = x + 1 +
x− 1 + ln(x)

x2
et on note Cf sa

courbe représentative.

1. Ecrire un programme Python qui dé�nissent la fonction f .

2. Dériver f et mettre le résultat sous la forme f ′(x) =
g(x)

xk
pour tout x ∈ ]0; +∞[, où k est un entier

dont on précisera la valeur.

3. En déduire les variations de f sur son ensemble de dé�nition.

4. Déterminer une équation de T1, la tangente à Cf au point d'abscisse 1.

5. Ecrire un programme Python qui trace f et sa tangente sur l'intervalle [0.1; 7] avec deux couleurs
di�érentes. Ajouter un titre et une légende.

6. Montrer que f(x) ≥ x + 1 lorsque x ≥ 1 et que f(x) ≤ x + 1 lorsque 0 < x ≤ 1.

En déduire la position de Cf par rapport à la droite ∆ d'équation y = x + 1.

Partie III

On considère la fonction h dé�nie sur ]0; +∞[ par h(x) = x(1− 1
x ) .

1. Dériver h.

2





2. A l'aide de la question II.6, donner les variations de h.

3. Résoudre l'équation h(x) ≥ x sur ]0; +∞[ et en déduire la position relative de Ch et de D : y = x.

Solution. Partie I

1. On déduit la valeur des trois réels par identi�cation des coe�cients.
On a ∀x ∈ R, (x− 1)(ax2 + bx+ c) = ax3 + bx2 + cx− ax2− bx− c = ax3 + (b− a)x2 + (c− b)x− c.
D'où

∀x ∈ R, P (x) = (x− 1)(ax2 + bx + c)
⇔ ∀x ∈ R, 3x3 − x− 2 = ax3 + (b− a)x2 + (c− b)x− c

⇔


a = 3
b− a = 0
c− b = −1
−c = −2

par identi�cation des coe�cents

⇔


a = 3
b = a = 3
c = −1 + b = −1 + 3 = 2
c = 2

en résolvant le système

.

Conclusion : a = 3, b = 3 et c = 2.

2. g est dérivable sur ]0; +∞[ par somme de fonctions dérivables sur ]0; +∞[

et ∀x ∈]0; +∞[, g′(x) = 3x2 − 1− 2

x
=

1

x
(3x3 − x− 2) =

P (x)

x
.

Comme g est dé�nie sur ]0,+∞[, on a x > 0 et donc g est du signe de P (x).

Conclusion : g est du signe de P (x).

3. Soit x ∈]0; +∞[.
D'après les questions précédentes, on a P (x) = (x− 1)(3x2 + 3x + 2).
Par ailleurs, le discriminant de 3x2 + 3x + 2 est égal à ∆ = 32 − 4× 3× 2 = 9− 24 = −15 < 0.
D'où, 3x2 + 3x + 2 est irréductible et du signe de 3, c'est à dire toujours positif.
On en déduit donc que P (x) est du signe de x− 1.
Autrement dit, P (x) est positif si x ≥ 1 et négatif si x ≤ 1.
Comme g est du signe de P , on a de même que g est positif si x ≥ 1 et négatif si x ≤ 1.
On en déduit alors le tableau de variation suivant :

x 0 1 +∞
signe de g′(x) || − 0 +

variation de g || ↘ g(1) = 3 ↗
4. D'après le tableau de variation ci dessus, g admet sur ]0; +∞[ un minimum atteint en 1 qui vaut

g(1) = 3.
D'où, ∀x ∈ R∗+, g(x) ≥ g(1) = 3.
D'où, en particulier ∀x ∈ R∗+, g(x) > 0.

Conclusion : ∀x ∈ R∗+, g(x) > 0.

Partie II

1. import numpy as np

def f(x):

y=x+1+(x-1+np.log(x)/x^2)

return y

2. f est dérivable sur ]0; +∞[ car somme et quotient de fonctions dérivables sur ]0; +∞[ dont le
dénominateur ne s'annule pas sur ]0; +∞[

et ∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) = 1 +
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

v(x)2

avec u(x) = x− 1 + lnx⇒ u′(x) = 1 +
1

x
et v(x) = x2 ⇒ v′(x) = 2x.

De ce fait,

3



∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) = 1 +
(1 + 1

x
)x2 − (x− 1 + lnx)2x

(x2)2

= 1 +
x2 + x− 2x2 + 2x− 2x lnx

x4

=
x4 − x2 + 3x− 2x lnx

x4

=
x3 − x + 3− 2 lnx

x3

=
g(x)

x3

Conclusion : ∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) =
g(x)

x3
.

3. D'après la question, précédente ∀x ∈ R∗+, g(x) > 0.
D'où ∀x ∈ R∗+, f ′(x) > 0.

Conclusion : f est croissante sur son ensemble de dé�nition R∗+.

4. Une équation de la tangente à Cf au point d'abscisse 1 est donnée par T1 : y = f ′(1)(x− 1) + f(1).

Après calcul, on trouve que f(1) = 2 et f ′(1) =
g(1)

13
= g(1) = 3.

Conclusion : T1 : y = 3(x− 1) + 2 autrement dit T1 : y = 3x− 1 .

5. import numpy as np

x=np.arange(0.1,7,0.01)

y1=f(x) #cf def de f plus haut

y2=3*x-1

plt.plot(x,y1, 'b', label='f')

plt.plot(x,y2,'r', label='tangente')

plt.title('Représentation graphique de f et de sa tangente')

plt.legend()

plt.show()

6. Soit x ∈]0; +∞[,

f(x)− (x + 1) =
x− 1 + ln(x)

x2
du signe de x− 1 + ln(x).

1er cas : 0 < x ≤ 1
Alors x− 1 ≤ 0 et ln(x) ≤ 0, d'où f(x)− (x + 1) ≤ 0 et donc f(x) ≤ x− 1.
2ème cas : x ≥ 1
Alors x− 1 ≥ 0 et ln(x) ≥ 0, d'où f(x)− (x + 1) ≥ 0 et donc f(x) ≥ x− 1.

Conclusion : f est en dessous de la droite d'équation y = x + 1 sur ]0; 1] et au dessus sinon.

Partie III

1. Soit x > 0. Par dé�nition, h(x) = e(1−
1
x ) ln(x)

Donc h est dérivable sur ]0; +∞[ par composition et

∀x ∈]0; +∞[, h′(x) =
(

1
x2 ln(x) +

(
1− 1

x

)
1
x

)
e(1−

1
x ) ln(x)

=
ln(x) + x− 1

x2
e(1−

1
x ) ln(x)

= (f(x)− (x + 1))e(1−
1
x ) ln(x)

.

Conclusion : ∀x ∈]0; +∞[, h′(x) = (f(x)− (x + 1))e(1−
1
x ) ln(x).

2. Soit x ∈]0; +∞[.
A l'aide de la question précédente, le signe de h′(x) est celui de f(x)− (x + 1).

A l'aide de la question II.5, h est donc décroissante sur ]0; 1] et croissante sur [1; +∞[. Conclusion : h est donc décroissante sur ]0; 1] et croissante sur [1; +∞[.

3. Soit x ∈]0; +∞[.
On a

4
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