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SIMULATION CONCOURS BLANC N°2

Fonctions Réelles
Polynomes

Calculatrices et documents interdits.
Soignez la présentation, encadrez vos résultats et conclusions.

Exercice 1

Soit g la fonction définie pour tout réel x par g(x) = (z3 + 422 + 5z + 2) e~*. On désigne par

C la courbe représentative de g dans un repere du plan.

1. Déterminer les limites de g en —o0 et en +o0.

2. Soit f la fonction polynomiale définie par f(x) = 23 + 22 — 3z — 3.
Trouver une racine de f puis une factorisation (maximale) de f(z) dans R[x].

3. En déduire les variations de g. On dressera le tableau de variation complet de g.

4. Donner une équation de la tangente a la courbe C au point d’abscisse —2.

Exercice 2

Partie | : préliminaires

On considere la fonction f définie par f(z) = In(1 + 2?) — .

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

w

. Dresser le tableau de variation de f.

N

5. Justifier pour tout réel z > 0, 'inégalité : In (1 4+ z) < =z.

Partie Il : étude d’une suite

. Déterminer le signe de f sur I'intervalle [0, 1], en justifiant précisément.

Soit (un ),y la suite définie par ug = 1 et pour tout entier n € N, u,41 = In (1 + (un)g)

Etudier la monotonie de la suite (Un)neN-

© »® N @

Ecrire un programme python qui affiche la liste L = [wo, w1, ..., u100]-

Etablir pour tout entier n € N, 'encadrement suivant : 0 < u,, < 1.

Montrer que (uy)nen est convergente et déterminer sa limite.

10. Ecrire un programme python qui détermine le plus petit entier n € N tel que u,, < 107%.

11. (a) Pour tout entier n € N, établir 'inégalité : u, 11 < u2.

(b) En déduire pour tout entier n > 1, linégalité u,, < (In(2))".

n—1

(¢) Etablir pour tout entier n > 2, 'inégalité Z up <
k=0

- (n(2)"

1—1n(2)



CORRIGE

Exercice 1
Soit g la fonction définie pour tout réel z par g(z) = (23 + 422 + 5z +2)e~*. On
désigne par C la courbe représentative de g dans un repere du plan.

1. Soit = > 0.
3 2
T T T 2
r)=—4+4—+5—+ —
9 ) e + er + e’ + e’
R oz . . 1
Or, lim — = lim — = lim — = 0 par croissance comparée et lim — =
r—+oo et r—+oo et r—+oo eT z—+oo et
0 donc wll)r_{loog(x) =0.
Soit = < 0.

45 2\
g($)=x3<1+x+xz+$3>e

3 lim X =
X ——+o0

lim e ™ =

lim z° = —o0 et

T—r—00

4 5 2
()I'7 hm (1++2+3>:1,
r—r—00 €T €T €T
+00.
Par produit,

2. f(=1)=(-1)3+(-1)2-3(-1)-3=-1+1+3-3 =0, donc‘ —1 est racine de f. ‘
On en déduit que, pour tout réel z, z+1 divise f(x). Posons la division euclidienne.

B+ -3zx-3|z+1

(P +2?) [F =3
-3z -3
—(=3z-3)
0

Ainsi, f(z) = (z + 1)(z% — 3) et donc

f@) = (@+1)(z = V3)(= +V3).

T

3. x = 2% + 422 + 5z + 2 est polynomiale donc est dérivable sur R et x — e~ est
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dérivable sur R. Par produit, ‘ g est dérivable sur R‘ et pour tout x € R :

g (z) = (32% + 8z + 5) e * +(2° + 42% 4+ 5z + 2)(—e ™)
= (322 +8x+5—2° —42? —b5x —2)e”
= (2% -2 +3z+3)e ™"
=—flx)e™
=—(z+1)(z - V3)(x+V3)e .

Le signe de ¢'(x) est donné par le tableau suivant :

x —00 -3 -1 V3 +o0
—(z4+1) = —x -1 + + 0 - -
(x — V3)(x +V3) = 22 - 3 + 0 - - 0 +
e ? + + - -
g'(z) + 0 - 0 + 0 -

De plus g(v3) = (8v3 4+ 14) e V3, g(—v/3) = (—8V3 + 14) V3 et g(—1) = 0.
On en déduit le tableau de variation de g :

+00

x —00 -3 -1 V3
g'(z) + 0 - 0 + 0 -

9(—V3 (V3
N

3) 9(V3)
NV

4. g(=2) = 0 et ¢g'(—2) = e* donc I'équation de la tangente & C au point d’abscisse
—2 est y = e(z + 2) + 0 c’est-a-dire ’ y=-e?z+2e% ‘




Exercice 2

Partie | : préliminaires

1. La fonction In est définie sur R}, z — x et x — 1+ 22 sont polynomiales donc
définies sur R. Par composée puis différence, f est donc définie sur

{reR|[1+2*>0}=R

car on a toujours 1+ 22 > 1 > 0.

2. e En—oco : lim (14 2%) = +oo et 1ir+n In(u) = +oo donc par com-
T——00 U—>+00
posée, Eril In(1 + 2?) = +oo. Et EIP (—xz) = +oo. Par somme,
lim f(z)=+o0|
T—r—00
e Soit z > 0.
_ 21 _ 2 1
fl)y=ln|(=z ﬁ—l—l —z=1In(z") +1n ;—l—l -z
1
=2In(z) —xz+1In PJFI
1 1
:x<2>< n(z) —1) —|—1n<2+1>
x x
. (z) . . . 1
Or lim = 0 par croissance comparéeet lim In{ — +1 | =In(1) =0
r—+00 xT r——+o0 €T
par composée. Par somme, 111}_1 fl@)=—oc0|
T—r1+00

Autre méthode : pour z > 0

f(x) =In (1 +2?) —In(e®) = In (1;3;2) :1n (elx ) 362)

oT
1 _oa? . )
Or, lim — = 0 et lim — = 0 par croissance comparée. De plus,
z——+oo0 eT z—+oo ¥
lim In(u) = —oo donc par composée, | lim f(z) = —oo|.
u—0 r—-+00

3. La fonction In est dérivable sur R, x — x et x +— 1+ 2?2 sont polynomiales donc
dérivables sur R. Par composée et différence, f est dérivable sur R.
Soit x € R.
2x

_ _2x—1—x2
14 a2 N

1422

N2
:_(1 x) <o.
1+ 22

f'(z)
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Donc f est décroissante sur R.

“+00

4. f(0) =1n(1) = 0.
Puisque f est décroissante sur R, pour tout = > 0, f(z) <
‘pour z €1[0,1], f(z) < 0.‘
Justifions que 2 = 0 est la seule solution de f(z) = 0 sur [0, 1]. Pour tout réel x,
f'(x) <0et f'(x) =0« x =1 (nombre fini de solutions) donc f est en fait stric-
tement décroissante sur R. Ainsi, pour > 0, f(z) < f(0) = 0 et donc f(z) =0
n’a pas de solution sur |0, 1].

f(0) = 0. En particulier,

Ceci montre que ‘ z = 0 est la seule solution de f(z) = 0 sur [0,1]. ‘

5. Notons g :  + In(1 4+ z) — x. La fonction In est dérivable sur R, x +— x et
x +— 1+ 22 sont polynomiales donc dérivables sur R. Par composée et différence,
g est définie et dérivable sur {x € R |1+ z > 0} =] — 1, +00[, donc en particulier
sur Ry. Soit x > 0.
1 =
14z

X

Donc g est décroissante sur Ry et ainsi, pour z > 0, g(z) < ¢g(0) = 0. On en

déduit que | pour tout > 0, In(1 +z) < «. ‘

Partie Il : étude d’une suite

6. import numpy as np
u =1
L = [ul
for k in range(100):
u = np.log(l+u*xx*x2)
L.append(u)
print (L)



7.

10.

11.

Initialisation : ug = 1 donc 0 < up < 1.

Hérédité : soit n € N tel que 0 < u,, < 1.

Ona:0 < (u,)? <1 par croissance de z +— 22 sur Ry donc 1 < 1+ (u,)? <2 <e.
Par croissance de la fonction In sur R, on a

In(1) < In(1 + (un)?) <In(e) donc 0 < upyq < 1.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence,

0<un<1pourtoutn€N.‘

. Soit n € N. upy1 — up = In(1 4 (u,)?) — up = fun) <0 car u, € [0,1] (question

4). Donc ‘ (un)nen est décroissante.

. (un)nen est décroissante et minorée par 0. D’aprés le théoréme de la limite mono-

tone, elle converge vers un réel /.

Pour tout n € N, 0 < u, < 1 donc par passage a la limite, 0 < £ < 1.

De plus, u,41 = In(1 + (u,)?). D’apres le cours, liar_l Unt1 = £ et on a aussi
n—-+oo

. 2y _ 2
ngrfoo In(1 + (up)®) = In(1 + £%) donc

¢ =1n(1+¢%) donc f(¢)=0.

D’apres la question 4, on a donc £ = 0. ‘ (tUn)nen converge vers 0.

n =0
u =1
while u >= 10%x(-4)
n = n+l
u = np.log(l+uxx*x2)
print(n)

(a) Soit n € N. upy1 — (un)? = In(1 + (un)?) — (un)? < 0 d’apres la question 5

avec T = (uy,)? = 0. Donc | up, 1 < ul.

(b) Initialisation : u; = In(1 4+ 12) = In(2) < (In(2))!.
Hérédité : soit n € N* tel que u,, < (In(2))".
D’apres la question précédente, up41 < u
fonction z +— 22 sur R,.

Or, 2n > n+1 (car n > 1, c’est ici que l'on voit que ¢a ne marche pas en
n = 0) et In(2) € [0,1] donc (In(2))*" < (In(2))" "', Ainsi, up 41 < (In(2))" .

3N

< (In(2))*" par croissance de la

Conclusion : d’apres le principe de récurrence,

un < (In(2))" pour tout n € N*.
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(c) Pour k € N*, u < (In(2))".
Ceci est aussi valable en k = 0 car ug = 1 < (In(2))° (c’est I'hérédité que ne
fonctionnait pas au rang 0 & la question précédente). Donc, pour tout k € N,
k .
ug < (In(2))”. Par croissance de la somme,

n—1 n—1
D ur <> (In(2)"
k=0 k=0

Or In(2) # 1 donc (on reconnait une somme géométrique),
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