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SIMULATION DS N°7

Espaces Vectoriels
EXERCICE 2
1 -1 0
On considére la matrice A=[ 0 2 1].
-1 -1 3

1. Calculer (A- 213)2 puis en déduire que (A - 213)3 =0.

2. Montrer que I'ensemble E) = {X eM;31(R)/AX = 2X] est un espace vectoriel dont on donnera une base et la dimension.

-1 1
3. PosonsU=|1 [etV=]|0]
0 1

(a) Vérifier que AV € Vect(U,V).

(b) Résoudre I'équation AX =2X +V, d’'inconnue X € M3 (R).
-1
0
0

(c) Posons W = . Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M3 1(R).

-1 1 -1
4. ConsidéronsP=(1 0 0 |.
0 1 0

(a) Justifier que P est inversible et déterminer pL.

(b) Déterminer la matrice T de sorte que A = PTP™! et vérifier que T=2I3+N,ouN =

o O O
o O
o = O
S —

5. On considére I'ensemble C = {M e M3(R)/ AM = MA}.
(a) Montrer que I'ensemble C est un espace vectoriel.
(b) Soient M e M3(R)etQ= P~IMP. Montrer I'équivalence :

MeC < NQ=0QN
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Exercice 1. Soient F un R-espace vectoriel de dimension n € N* et f un endomorphisme de FE.
1. (a) Montrer que : Yk € N, ker(f*) C ker(f¥1) et Im(f**+1) C Im(f¥).
(b) Que peut-on dire de la suite (dim(ker(fk)))k>0 ?
(¢) En déduire qu'il existe ko € N tel que ker(fkog = ker(frot1),
On notera dans la suite p le plus petit entier k tel que

ker(f*) = ker(fFt1).

(d) Montrer par récurrence que : Vj > p, ker(f7) = ker(fP).

—~
D
~—

Montrer en utilisant le théoreme du rang que

vji>p, Im(f7)=Im(f?)
et que
vj€[0,p=1], Im(f7) # Im(f).
(f) Montrer que ker(fP) @ Im(f?P) = E.
2. (a) Déterminer p si 'application f est bijective.
(b) Dans cette question on suppose que f est un projecteur.
(i) Montrer que f est bijectif ssi f = idpg.
(ii) En déduire p.
Exercice 2. On lance une piece équilibrée un nombre infini de fois. Pour tout entier n € N*, on
considere 'événement E,, : < lors des n premiers lancers, on n’obtient jamais deux fois PILE a la suite
> et l'on pose u, = P(E,).

On notera, pour tout entier n € N*| F,, (respectivement P, ) I’événement : < obtenir PILE (resp. FACE)
lors du n-iéme lancer >.

1. Donner les valeurs de u; et us.
2. Montrer que : Vn € N*, En+2 = (En+1 N Fn+2) @] (ETL N Fn+1 N Pn+2).

3. En déduire qu’il existe deux réels a et 8 que I'on ne cherchera pas a calculer, tels que : Vn € N*|

wee(50) ()

4. En déduire que la série de terme général u,, converge.
+oo
5. Montrer finalement que Z Uy = D.

n=1




ExXERCICE 2

1 -1 0
On consideére la matrice A=| 0 2 1}
-1 -1 3

1. Calculer (A —2I3)? puis en déduire que (A —2I3)> = 0.
-1 -1 0 1 1 -1

OnaA—ZI;[O 0 l]puis(A—213)3[1 -1 1 ]
-1 -1 1 0 0 0

‘ Conclusion : (A -213)3 = 0.

2. Montrer que l’ensemble E; = {X eM31(R)/AX = ZX} est un espace vectoriel dont on donnera une
base et la dimension.
X
Soit X = [;’ € M31(R).Ona:

AX =2X —

-1
Ainsi: Ep \’ect[[ 1 ]]
0

e DPar conséquent, E; est un sous-espace vectoriel de M3 1 (R) et donc un espace vectoriel.

-1
e De plus, la famille [[ 1 ]] est:
0
o génératrice de E; d’apres ce qui précede,
o libre, car constituée d’un seul vecteur non nul. X ATTENTION !

-1 dim(Ej) est le cardinal commun

Par conséquent, la famille || 1 [|est une base de E; et ainsi dim(E;) = 1. des bases de E;... Ici, la base
0 trouvée n’est constituée que
d’une seule matrice.

-1 1
3. PosonsU=|1 |etV=|0].
0 1

(a) Vérifier que AV € Vect(U, V).
On adéja:

De plus, on remarque que :

1 -1 1 = RAPPEL... ———————————
(l]_[l]Jrz[OJ_U*ZV Vect(zT,17)={a17+b17/a,be]R}:
2 0 1 c’est I’ensemble des combinai-

N B sons linéaires des vecteurs if’
| Conclusion : AU € Vect(U, V). g

(b) Résoudre I'équation AX = 2X +V, d’inconnue X € M3 ;(R).

X
Soit X = y] € Mj3,1(R).Ona:
AX=2X+V & (A-2I3)X=V — 5 POUR INFO
:.\;*O/L’ - Si on avait défini la somme
— - d’ensembles, on aurait pu
—Xx-v+z=1 -1-v
x=1-p écrire : v |/veR} =
— V=9 0
z=0 -1 -1
-1-v [0 + Vect|| 1 ]]:c’estun
— X = v 0 0
0 espace affine de dimension 1,
porté par l'espace vectoriel
—1=y Vi _11
Conclusion : [\ € M5 1(R)/AX =2X +V} = {[ v ] /ve R} PR ol”
0

-1
(c) Posons W =] 0 |. Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M3 ;(R).
0



e La famille (U, V, W) est de cardinal 3 dans M3 1 (IR), espace vectoriel de dimension 3; donc pour mon-
trer qu’elle est une base, il suffit de montrer qu’elle est libre.

e Soienta,b,ceR.Ona:

aU+bV+cW=0 —

—
|
Q
+
S
|
o
Il
o

o —

0 R 8
I
SCocooo o

Par conséquent, la famille (U, V, W) est libre.

Conclusion : la famille (U, V, W) est une base.

-1 1 -1
4. ConsidéronsP=|1 0 0
0 1 0

(a) Justifier que P est inversible et déterminer pL

0 1 0
Méthode habituelle... On trouve que P est inversible et P~! = [ 0 0 1].

-1 -1 1
0 1 0
(b) Déterminer la matrice T de sorte que A = PTP™! et vérifier que T=2I3+N,0uN=|0 0 1|.
0 0 O

2 1 0
Puisque A = PTP™!, on trouve T = P" AP, et donc: T = [0 2 1].
00 2

Conclusion : A = PTP~! ,ouT=2I3+N.

5. On consideére 'ensemble C = {M e M3(R)/ AM = MA}.

(a) Montrer que I'ensemble C est un espace vectoriel.
e Par définition, C ¢ M3(R), et M3(IR) est un espace vectoriel;
e Lamatrice nulle appartient a C (car A x 015(R) = Op15(R) x A), donc C est non vide.

e Soient a,b € Ret M,M’ € C. Montrons que aM + bM’ € C.
On sait déja que aM + bM’ € M3(RR) et de plus :

Al@M+bM’) = aAM+bAM’
= aMA+bM’A
= (aM+bM')A

J M,M’ eC

Par conséquent : aM + bM’ € C.

’ Conclusion : C est un sous-espace vectoriel de M3(R), donc un espace vectoriel.

(b) Soient M € M3(R) et Q = P"'MP. Montrer I’équivalence :

MelC < NQ=QN

Ona:
MeC AM = MA
PTP'PQP! =pPQP'PTP!
pTQP ! =pPQTP!
TQ=QT
(213 +N)Q = Q(2I5 + N)
2Q0+NQ=2Q+QN
NQ =QN

A=PTP~! et Q =PMP™!
J pp-l=plp=1;

[ARRRRA

’ Conclusion: M e C < NQ =QN.

(c) Démontrer que {Q e M3(R)/NQ = QN} = Vect(I3,N,N2).

a b ¢
SoitQ:[d e f]E,\/lg(]R).
g h i
Ona:
d e f 0 a b
NQ_[g h iJ ; QN=|0 4 e]
0 0 0 0 ¢ h
D’ou :
d=0
e=a
f=b
g=0
NQ=QN h=d
i=e
0=0
0=¢
0=h
a b ¢
— Q_[O a b]
0 0 a



Par conséquent :

a b ¢
{Qe,\/lg(]R)/NQQN}{[O a b]/a,b,ceR}
0

0 a
0 0 1
Et comme N2=[{0 0 0}, on a bien :
0 0 0

{QeM3(R)/NQ=QN} ={al3 + bN+cN? / a,b,c € R

Conclusion : [Q e M3(R)/NQ = QN} = \7ect(13,N,N2).

(d) Déterminer alors une base de C ainsi que sa dimension.
SoitMeC.Ona:

MeC < AM=MA -
T B J question 5(b)
— P IVHE{QE’M3(R)/NQ_QN} Jqueslionprécédenle
a b ¢
> da,bceR/PIMP=[0 a b
0 0 ¢
a b ¢
— dab,ceR/M=P|0 a b]P]
0 0 ¢
a-b+c -b+c —c
— Ha,b,ceR/M[ —c a-c b+c
-b -b a+b

Par conséquent :

aQ
I

a-b+c -b+c —c

{ —c a-c  b+c
-b -b a+b

= Vect(I3, (A~ 213), (A 213)?)

/a,b,ce]R}

La famille (13, (A-2I3),(A- 213)2) est ainsi génératrice de C... De plus, elle est libre (il suffit de regarder les

matrices), c’est alors une base de C.

Conclusion : (13,(A— 213), (A - 213)2) est une base de C, et ainsi dim(C) = 3.

6. On considére I'ensemble R = {M € M3(R)/ M? +13 = A}.
(a) L'ensemble R est-il un espace vectoriel ?

R n'est pas un espace vectoriel car il ne contient pas la matrice nulle : 0 yy(r) + 13 # A.

(b) Soient M € M3(RR) et Q = P"' MP. Montrer I’équivalence :

MeR Q2=I3+N

Ona:
MeR e M2+I3=A
— PQPl+I3=A
— Q?+plzp=rlap

= Q*+I3=T
=  Q%’+I3=2I3+N
= Q*=13+N

Conclusion: MeR < Q%= I3 +N.

(c) Soit Q € M3(RR). Démontrer que si Q%= I3 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.
Supposons que Q%= I3+N.On aalors :

QN = Q(Q°-15)

= Q°-Q
= (Q*-13)Q
= NOQ

. . 2 4 .
Conclusion : si Q“ =135 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.

(d) En déduire, a l'aide de la question 5(c), les matrices Q € M3(R) telles que Q2=13+N.

Soit Q € M3(IR). Raisonnons par condition nécessaire et condition suffisante (ou analyse synthese).

e Condition nécessaire. Supposons que Q%= I3 +N.

Nécessairement, d’apres la question précédente, Q commute avec N. Mais alors, d’apres le résultat de

a b ¢
la question 5(c), il existe des réels a, b, c tels que Q = [O a b].

0 0 a
Dans ce cas :

a 2ab b?+2ac
Q2 =10 a? 2ab
0 0 a?

EN GRoOS...
On a fait une sorte de "chan-
gement d’inconnu” entre la
recherche du commutant de N
et celui de A... Par conséquent :
C = Vect(I3,N,N?).

En fait, PI;P~! = I3, PNP~! =
P(T-213)P~! =PTP ! 213 =
A-2I3 et PN2P! = (A-213)2...
Et les questions 5(b) et 5(c)

nous permettent alors d’avoir
directement : C = Vect(I3,(A—

4213),(A-215))..

— PETITE REMARQUE ———

X ATTENTION !
Cela ne signifie pas qu’il est
non vide !! S’il était vide,
passerions-nous vraiment 5
questions a I’étudier...?




Mais alors :

a?  2ab  b?+2ac
Q°=+N = |0 2ab
0 0 a’
b)
a =1
— 2ab=1
b2 +2ac=0
a=1
1
b=—
2
-1
= —
8
— ou
a=-1
-1
b=—
2
1
c=—
8

, . . N ~ . 2
Par conséquent, les candidat-solutions a I’équation Q°

sont opposée.

= I3 + N sont les matrices [O 1

1 /2 -1/8
1/2 ] et
0 0 1

e Condition suffisante. Il ne reste qu’a regarder si ces candidat-solutions sont bien solution... Bon, c’est

le cas!
1 1/2 -1/8
Conclusion : les solutions de I’équation Q? =13+ N sont +[0 1 1/2 ]
0 0 1
(e) Conclure en déterminant I’ensemble R.
Soit M€ M3(IR).On a:
MeR e M?’+I3=A ion 6(b)
)71 N () \/l ]R / 32 B 1 N question 6(b
PoMPe { QEM3(R)/Q" =I5+ } J question précédente
1 1/2 -1/8 — PETITE REMARQUE
s P IMP==+|0 1 1/2 Les raisonnements mis en place
0 0 1 dans cette question 6 sont trés
3 -5 1 proches de ceux de la question
M=+ 1 1 9 3 5... Les calculs sont en revanche
Y . un peu différents. Sur cette fin
o 12 d’exercice, on peut sans aucun
probléme tolérer que la copie
1(3 -5 1y _4(3 -5 1 contienne un peu moins de
Conclusion: R ={ -] 1 9 31, —11 9 3 5. détails calculatoires...
Blea —4 12) 84 4 2

CE QU'IL FAUT RETENIR DES COPIES : Exercice trés classique qui a été globalement bien traité. La fin de la question 5 et la question 6 peuvent

maintenant étre retravaillées pour gagner encore quelques points sur cet exercice.

1.2.8.0.8.8.0 ¢



Proposition de solutions

Solution 1

(d)

2. (a)
(b)

1. (a) Soit k& € N. Montrons que ker(f¥) C ker(f**!). Soit = € ker(f*). Alors, f*(z) = Og. Ainsi,
FOE@)) = £ () et F(f5()) = £(08) = 0. Dol 41 (2) = 0 et = € ker(f*+1).
Conclusion : ‘Vk €N, ker(f*) C ker(f**1). ‘
Soit k € N. Montrons que Im(f**1) c Im(f*).
Soit y € Im(f**1). Par définition il existe z € E tel que y = f**(z). Or f**' = f¥o f donc y = f*(f(z)) €
(/")
Conclusion : ‘Vk €N, Im(f***) c Im(f*) ‘

Comme pour tout k € N, ker(f*) C ker(f**), alors, dim(ker(f*)) < dim(ker(f**!)). De plus, pour tout
entier k, ker(f*) C E, donc dim(ker(f*)) < n. La suite (dim(ker(f*))) est croissante majorée par n.
D’apres le théoreme de convergence monotone, elle converge.

keN

La suite (dim (ker( f’“)))keN est une suite d’entiers convergente, on en déduit que la suite est stationnaire
a partir d’un certain rang ko € N (se redémontre avec la définition de la convergence, exercice fait en
début d’année). La suite (dim(ker(f"))) est stationnaire a partir du rang ko. Donc dim(ker(f*)) =
dim(ker(fFoT1)).

De plus, ker(f ko) C ker(f k0+1). Les deux sous-espaces vectoriels étant de méme dimension, on en déduit :

Ker(f%0) = ker(f*0+1) |

keN

Conclusion :

Montrons par récurrence que pour tout j > p, ker(f?) = ker(f?).

— La propriété est immédiatement vérifiée pour j =pet j =p+ 1.

— Soit j > p. On suppose ker(f?) = ker(f?). Montrons que ker(f7™') = ker(f?).
D’aprés la question 1.a, ker(f?) C ker(f7T!). D’oil, par hypothese de récurrence, ker(f?) C ker(fi).
De plus, soit « € ker(f7T1). Alors, fPTH(f777(x)) = 0 et f77P(x) € ker(f*1'). Or ker(fP*!) = ker(f?)
donc fP(fi7P(x)) = 0 d’ott f/(x) = 0p et = € ker(f?) = ker(f?). D’ou ker(f7*') C ker(f?).
Alors, ker(f71) = ker(f7).

— La propriété est initialisée au rang p et héréditaire a partir de ce rang. On a donc :
Conclusion : |¥j > p, ker(f7) = ker(f?).

Soit j > p. Alors, Im(f?) C Im(f?). De plus, d’apres le théoréme du rang
rg (f7) = n — dim(ker(f?)) = n — dim(ker(f?)) = rg (f7) car ker(f?) = ker(f?)
D’out dim(Im(f7)) = dim(Im(f?)).
Conclusion : ‘Vj > p, Im(f7) = Im(f?). ‘
De plus, soit j € [0,p — 1]. Supposons que Im(f7) = Im(f7*'). Alors,
dim(ker(f')) = n = rg () = n — 1g (/') = dim(ker(f*))

De plus, ker(f7) C ker(fi*) d’ott ker(f?) = ker(f?*1). C’est absurde car j < p et p est le plus petit entier
k tel que ker(f*) = ker(f**1). Donc :

Conclusion : ‘Vj € [0,p — 1], Im(f7) # Im(f7T1).

Montrons tout d’abord que la somme est directe. Soit = € ker(f?) NIm(f7). Alors, f?(z) = Og et il existe
y € E tel que z = fP(y). D’on, f(y) = Op et y € ker(f??). Comme 2p > p, ker(f*?) = ker(fP) et
y € ker(f?). Alors, f?(y) = 0g et x = 0g. On en déduit que ker(f?)NIm(f?) = {Og}. La somme est directe.
De plus dim(ker(f?) @Im(f?)) = dim(ker(f?))+rg (f?) = n = dim(F) d’apres le théoréme du rang. Comme
ker(f?) @ Im(f?) C F, on en déduit :

Conclusion : ‘ker(fp) @ Im(fP)=F ‘

Si f est bijective, alors ker(f) = {0g} = ker(idg) = ker(f°). L’entier p vaut donc 0.

i. f est un projecteur donc fo f = f. Si f est bijectif, on compose cette égalité par £, il vient f = idg.
Réciproquement si f = idg, alors f est bijectif.

Conclusion : ‘ f est bijectif si et seulement si f = idg. ‘

ii. Si f est un projecteur bijectif, alors p = 0. Sinon, f # idg et f n’est pas bijectif donc ker(f) # {0g}.
Comme f2 = f, alors ker(f?) = ker(f) d’oti p = 1.



