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DS N°7
Espaces Vectoriels

Exercice 1

R - R®
2,y,2) = (—2z-y+22,-150 -6y + 11z, 14z — 6y + 112)

1. Déterminer la matrice A telle que VX € My (R),Y = AX,
oit X et Y sont respectivement les matrices colonnes du vecteurs (z,y,2) et du vecteur

f(z,y,2) = (22 — y + 2z,—152 — 6y + 11z, - 14z — 6y + 112), et en déduire d’aprés le
cours que f est une application linéaire.

2. Montrer que V= {X € R® / f(X)= X} est un espace vectoriel.
Justifier que V' posséde une base constituée d’un seul vecteur, que 'on notera e;.

On considére 'application f : { (

3. Déterminer un vecteur ey € R tel que f(e) = e + ey et tel que sa derniére composante
soit nulle.

4. Déterminer un vecteur e3 € R® tel que f(e3) = e3 + ey et telle que sa derniére composante
soit égale & 1.

5. La famille (e1, e, e3) est-elle une base de R3?
6. Déterminer Ker(f), en donner une base. Que peut-on en déduire pour 'application f ?

7. Déterminer Im(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire pour 'application f?

I -1 2
8. En admettant quee; = (1,1,2), e9 = (-1,2,0),e3 = (2,-3,1),onpose P=|1 2 -3|.
2 0 1

(a) Justifier que la matrice P est inversible et donner son inverse P~

(b) Déterminer I'unique matrice T telle que A = PTP~,
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Exercice 2

1. Un exemple — Soit f : R? — R3 I'application définie par : V(x,y,2) € R3,
flr,y,2) = (v +y—22,04+y— 22,0 +y—22).

(a) Vérifier que f est linéaire.
(b) Calculer fo f.
(c) Déterminer une base de ker(f) et une base de Im(f).
(d) Vérifier que Im(f) C ker(f).
)

(e) Montrer que

Vect((3,2,1)) @ ker(f) = R3.

2. Un premier résultat — Dans cette question F est un R-espace vectoriel de dimension finie
égale a 3. Soit f un endomorphisme non nul de E tel que f o f = 6 (0 est 'endomorphisme

nul).
(a) Montrer que Im(f) C ker(f).
(b) En déduire que dim(Im(f)) = 1.
Il eziste donc x un vecteur non nul de Im(f). Soit a € E tel que x = f(a).
(c) Justifier que Vect(x) = Im(f).

(d) Montrer que
Vect(a) @ ker(f) = E.

3. Un deuxieme résultat — Dans cette question E est un R-espace vectoriel de dimension finie
égale a 4. Soit f un endomorphisme non nul de E tel que fo f = 0.

(a) Montrer que dim(Im(f)) € {1,2}.
Dans la suite on se place dans le cas dim(Im(f)) = 2.

(b) Montrer que Im(f) = ker(f).
(c) Soit (z1,x2) une base de Im(f) et a1 € E et ay € E tels que z1 = f(a1) et x2 = f(a2).

Montrer que (a1, as,x1,x2) est une base de E.

(d) Montrer finalement que

Vect(ay,as) @ ker(f) = E.



Proposition de solutions

Solution

(a)
(b)

1. Un exemple —

On vérifie facilement que f est linéaire.
Soit (2,9,2) € R®. On a

fof@yz) = [(f@y,2)
= fle+y—2z,24+y—2z,2+y—2z2)
= (z4+y—2z+x+y—2z—2(x+y—22),%x%)
= (0,0,0).

Cela signifie que f o f est I"endomorphisme nul de R?.
Soit (x,y,2) € R®. Alors (z,y,2) € ker(f) <= 24+y—22=0 <= z=—y+22.
Ainsi on trouve
ker(f) = {(—y + 22,9,2) | (y,2) € R’} = Vect((—1,1,0),(2,0,1)).
La famille (—1,1,0), (2,0,1) est génératrice de ker(f) par définition et libre car composée de deux vecteurs
non-colinéaires. Donc c’est une base de ker(f).
Comme la famille (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) est une famille génératrice de R*, on en déduit que

Im(f) = Vect(f(1,0,0),f(0,1,0), f(0,0,1))
Vect((1,1,1),(1,1,1),(-2,-2,-2))
= Vect((1,1,1)).
La famille ((1,1,1)) est génératrice de Im(f) par définition et libre car composée d’un seul vecteur, qui est
non-nul. Donc c’est une base de Im(f).
Ona(1,1,1) = (—1,1,0) + (2,0, 1).
Ainsi (1,1,1) € ker(f) et donc Vect(1,1,1) C ker(f) i.e. Im(f) C ker(f).
D’apres la question 1.(c) on voit que dim(ker(f)) = 2.

P

De plus la famille ((3,2,1)) est génératrice de Vect((3,2,1)) et libre car composée d’un unique vecteur, qui
est non-nul. Donc cette famille est une base de Vect((3,2,1)).

Ainsi dim(Vect((3,2,1))) = 1. On obtient donc

dim(Vect((3,2,1))) + dim(ker(f)) = 1+ 2 = 3 = dim(R?).
Soit u € Vect((3,2,1)) Nker(f).
Alors il existe A € R tel que u = A(3,2,1) = (3X, 2\, \).
De plus f(3X,2X,2) = (0,0,0) ie. (BA 42X —2X, 31 4+ 2X — 2X, 30+ 2X — 2)) = (0,0,0).
On en déduit que 3\ = 0 puis que u = (0,0,0). Ainsi on a montré que
Vect((3,2,1)) Nker(f) = {(0,0,0)}.

Ainsi on a bien

Vect((3,2,1)) & ker(f) = R>.

2. Un premier résultat —

(a)

(b)

Soit = € Im(f). Alors il existe a € E tel que = = f(a). Ainsi

f(@) = f(f(a)) = f o fla) = 0(a) = Op.
Donc z € ker(f). On a ainsi montré que Im(f) C ker(f).

Comme f n’est pas ’endomorphisme nul, on a Im(f) # {Og} et donc dim(Im(f)) > 1.
De plus d’apres ce qui précede et le théoreme du rang

dim(Im(f)) < dim(ker(f)) = 3 — dim(Im(f)) ie. 2dim(Im(f)) < 3.
On en déduit que

1 < dim(Im(f)) <

N | W

Ainsi on a bien dim(Im(f)) = 1.



(¢) Comme z € Im(f) on en déduit que Vect(z) C Im(f).
De plus, comme z est un vecteur non-nul, on a dim(Vect(z)) = 1 = dim(Im(f)).
Ainsi Vect(z) = Im(f).
(d) Comme f(a) # Og alors a # Og et donc dim(Vect(a)) = 1.
De plus d’apreés le théoréme du rang dim(ker(f)) = 3 — dim(Im(f)) =3-2=1.
Ainsi on en déduit que
dim(Vect(a)) + dim(ker(f)) =1+ 2 = 3.

Soit y € Vect(a) Nker(f).

Alors il existe A € R tel que y = Aa.

De plus f(y) = 0g. Or f(y) = f(Aa) = Af(a) = Az. On en déduit que Az = 0.
Comme z # 0 alors A = 0 et donc y = 0g.

On a ainsi montré que

Vect(a) Nker(f) = {0g}.

On a donc bien
Vect(a) @ ker(f) = E.

3. Un deuxiéme résultat —

(a) Pour les mémes raisons qu’a la question précédente on a Im(f) C ker(f) et dim(Im(f)) > 1.
Ainsi d’apres ce qui précede et le théoreme du rang

dim(Im(f)) < dim(ker(f)) = 4 — dim(Im(f)).

On en déduit que

1 <dim(Im(f)) <2 ie. dim(Im(f)) € {1,2}.

(b) On a toujours Im(f) C ker(f). Par ailleurs, d’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) =4 — dim(Im(f)) =4 — 2 = 2 = dim(Im(f)).

~

Ainsi on a montré que Im(f) = ker(f

est libre. Soit (A1, A2, p1, p2) € R* tel que

~

(¢) Montrons que la famille (a1, az, z1,x2

Arar + Aq2a2 + pixr + pere = 0. (%)
En appliquant f on obtient

fOr) = f(Aia1 + A2az + pix1 + paxe)

Arf(ar) + Az f(a2) + pof(21) + po f(z2)

= Mz + doxa + pa f(f(ar)) + p2f(f(az))
AMzT1 + A2x2

On obtient donc A1z1 + Aexe = 0g.
Comme la famille (x1,x2) est une base de Im(f), elle est libre et donc A1 = A2 = 0.
En injectant cela dans (%), on obtient piz1 + pexe = Og, ce qui nous donne pour les mémes raisons que
précédemment g1 = p2 = 0.
Ainsi la famille (a1, a2, z1, z2) est libre. De plus elle a 4 = dim(E) éléments.
C’est donc une base de F.
(d) Comme la famille (a1,a2) est une sous-famille de (a1, az,x1,x2), elle est libre.
C’est donc une base de Vect(a1, az).
De plus (z1,z2) est une base de Im(f) et Im(f) = ker(f).
Donc (z1,z2) est une base de ker(f).
Ainsi d’apres le théoréme de concaténation des bases, on a bien

Vect(ai,az) ® ker(f) = E.



