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Probléme 1 (2_,0 ,2,0

2 rappelle que 3R est Uensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois p
axtTices néelles & trols Hgnes et une colonne. Soit £ un espace vectoriel sur R et 3 = (e,, €2, €3) une base de E.
- x 2 oS * N % i ase
Pour tous réels a et A on considere 1 endomorphisme fiap) de l'espace vectoriel E dont la matrice dans la b

3 est donnde par :

)et M3 1(R) est I'ensemble des

/i

2a + 7 —2b 4b
.\1\3_5\ = 126 2a — 3b 8b
—6b 2b 2a — 3b

On pose £ = {M0: (a.b) € R2}. On considere les matrices suivantes :

. -2 4 1 00 0 0 0
4= 12 -3 8§ .I=10 10 et O=| 0 0 0
6 2 -3 0 0 1 0 0 0
Partie 1
Diagonalisation de la matrice 4
#’1‘ 2 Moatrer que £ est un sous espace vectoriel de M3(R).

b VériZer que (/. 4) est une base de F.

-
[}

2. On considére les vecteurs de E dans la base 3 suivants : e; = (1,2, -1), €5 = (—1,1,2) et &, = 1,1, —=1).
1 2 3

Cy

8! Veérifier que €] et un vecteur propre de 'endomorphisme fi0.1) associé a une valeur propre \; que
Uon précisera.
V' by Verfier que €3 et e} sont deux vecteurs propres de I'endomorphisme Fi0,1) associés & une valeur propre
A\ que I'an précisera.
Vv

3. Posons 3 = (e}. €}, 3).

V7 a) Verifier que 5 est une base de E.
L b) Meontrer que I'endomorphisme fio.1) est diagonalisable.
L,' ¢) Déterminer P la matrice de passage de la base G A la base at.

/l(’ d) Montrer qu'il existe une matrice diagonale notée D a préciser telle que A = PDP-1,
/ 4!, a) Mountrer que pour tous réels a et b. il existe une matrice diagonale notée Diap
— Mo s) = PDi PR

== D) Déterminer une cordition nécessaire et suffisante sur q et b pour que Mg 3 soit inversible.

¢! Montrer que, dans le cas on M. ) est inversible, M (zlb) = Py gy P
en fanction de a et de b. '

a préciser telle

ol a’ et b’ sont a préciser

3. Oxn pose, pour tout réel a. M, =] (a,a) €t Dy = D 4y
a} Détenuiner pour tout entier naturel n, M en fonction de P, D, et n, justifier votre réponse.
o e G PR
|




Probléme 1 (240/15)
8 -1 0

. ' - 4 0 0 5 I 8 DX
On considére les matrices suivantes A= 8 3 01],Q-= 3 0 0 JetlI=|01 0
~% T .8 25 7 3 0 |
{ K ) 0 1
On note f = (e1,€2,e3) la base canonique de R®. Soit f Pendomorphisme de RB* dont A est la matrice

relativement & la base 3. On rappelle que M/

; ; R) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 4 coe
réels et M3 ;(R) est 'ensemble des matrices a 3

lignes et une seule colonne, 3 coefficients réels,

flicients

Partie 1
Calcul des puissances de A

U o - ——
1. Posons @' = (e’ e’ e/) 1a £ ille de v Py e,l - 362}\- 763
osons | 12 B3/ 4 lamile de vecteurs de E définie par { e = e; + Bey — 27es
e'3 = €3

a) Vérifier que e},
Az = 6.

b) Montrer que 3’ est une base de R3.

! ' i . <
€3 et e3 sont des vecteurs propres de J associés respectivement 4 A; = 3, Ay = 4 et

¢) En déduire que I’endomorphisme f est diagonalisable.
d) Déterminer la matrice P de passage de la base § a la base 3.

e) Montrer qu'il existe une matrice diagonale notée D & préciser telle que A = PDP~?,

2. Déterminer pour tout entier naturel n, A™ en fonction de P, D et n, justifier votre réponse.

(%)

. Vérifier que PQ = 3I et en déduire P~! linverse de la matrice P.

. En déduire pour tout entier naturel n, 'expression de A™ sous la forme d’un tableau.

Ha

5. Dans cette question, on considére dans M3(R), ’équation matricielle d’inconnue N,
(E: N?=D.

a) Montrer qu'une matrice carrée N d’ordre 3 & coefficients réels, commute avec D si, et seulement si,
N est une matrice diagonale.

b) Montrer que si IV est une matrice carrée d’ordre 3 & coefficients réels telle que N2 = D, alors N et
D commutent.
¢) En déduire la solution de I'équation (E) dont toutes les valeurs propres sont positives.

d) En déduire la solution dans M3(R) de I'équation matricielle M Z = A, d’inconnue M, dont toutes les
valeurs propres sont positives.
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Problomeoe 2 (20 l--}'
i

[N

‘ ‘ 7
On considdre la matvice réelle A d'ordre 8 détinio par : A 0 0 ]:
0

1% Partio
Détermination d'un polynéme annulatour de A of de ses valeurs propres

L1, Recherche d'un polynéme annulatour de la matrico /A
Rl ] 3 \
L.1.1. Caleuler A% puis A%,

1.1.2. Vérifier que 4A™ = 34 4 7, o0 7 ost In matrice identité d'ordre !

3.
L1.3. En déduire un polynome de degré 3 annulateur de la matrice A, ”
~ng [P S— - R— % — gt S g e,
S —— g -

o
1.2. Etude des racines d'un polynoém

i no P défing par
On considore le polynome I« | “
Vo eR, Rx)=4a” -3 - L
i _ ) on est une racine double.
¢ simple de Ieten déduire que =5 en

Vérifier que 1 est une racin

1 '(I ]
i qee ? .lll.‘ilyih(fl' volre reponse.
3 (.2 1l nt los \'ll](‘\ll'h' [)l'()l)l‘(‘.\' |)().\'.N'lhl(‘>i de ln matrice A
1.3. uelios so b

L L1 v ) = b y 3 1n ll:ll(( ‘1 tr

N S ] ] s prop O8 NHX 1 ('l () 8 80 H (RIS] RIS 1]\(‘"](‘])[; NH8OC 108,
p!((l.(l l(. valeurs ‘ I

OPres In pt | e A,
Geiser w les valeurs propres de m S
1.5. Précisa alors I > i



Probleme 1 (zo4 6

Des probabilités avec de I’algébre linéair

Dans ce proble =
eme, B = (e b
. 1, €2, €3) désigne la 1 i R3 ) : ™
) g base canonique de et u I'endomorphisme de B? dont

la matrice M. relati g a a a
1, relativement & la base B, est donnée par M = | b b b) Sl Bk -mdis els
C C C

On rappelle que e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) et e3 = (0,0,1).

La deuxie i : ili
me partie de ce probleme utilise les résultats de la premiere partie.

) 1% Partie
Etude de la diagonalisabilité de M

1.1. Recherche du rang de M
1.1.1. Justifier que le rang de M est < 1. La matrice M est-elle inversible ?
1.1.2. Préciser le rang de M selon que (a,b,c) = (0,0,0) ou bien (a,b.c) # (0,0,0).

1.2. Recherche d’une base du noyau Keru de u

1.2.1. Préciser la dimension de Ker u suivant les valeurs des réels a, b et c.

1.2.2. Déterminer, suivant les valeurs des réels a, b et c, une base de Keru. On distinguera les cas
a = b'=c=0¢t (a,b,¢) # (0,0,0).
1.3. Dans cette question, on pose s =a+b+c.

1.3.1. Calculer M? en fonction de M et s.

1.3.2. En déduire que I'endomorphisme u est un projecteur si, et seulement si, (a,b,c) = (0,0,0) ou

bien s = 1.
1.4. Dans cette question, on pose aussi s =a+ b+c.

1.4.1. Vérifier que si s = 0 alors u admet 0 pour unique valeur propre.

1.4.2. Si s = 0, montrer que la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, (a,b,c) = (0,0,0).

on pose s =a -+ b + ¢ et on suppose que S #0.

1.5. Dans cette question,
fo=e2—e3, et f3=ae1+ bes + ce3 forment une base

1.5.1. Montrer que les vecteurs fi=%eir~%z;
Bl de Rs.
1.5.2:
1.5.3.

1.5.4. On considere la matrice Kq

M sous la forme M = PAP
alculera, telle que Ko = PP

est-elle inversible ?

Déterminer la matrice A de u dans la base Bi.

En déduire que M est diagonalisable et que son spectre vaut Sp(M) = {0, s}.

— M — al3, ou a est un réel.

(i) En écrivant , ot P est une matrice A préciser, montrer qu’il existe
une matrice diagonale A, que I'on c

(ii) Pour quelles valeurs du réel a la matrice Ko

o -1 -1 o o
ice A P I % En utilisant ce qui P 4cede. montrer
:dere la matrice A =
On consid Ry | -
A est inversible.

1.6. Application é

est diagonalisable, dé

-, 5 i Sl
terminer S€s valeurs propres et dire

y

que la matrice A



