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Exercice 1 :

On considére I’espace vectoriel R?; on note Id I’endomorphisme identité de R? et # I’endomorphisme nul de R2.
On note B = (4, j) la base canonique de R2.

Le but de cet exercice est de trouver les couples (u,v) d’endomorphismes de R? vérifiant les 4 assertions suivantes :
(A1) 1 u?=—1Id (il faut comprendre uou = —Id).

(A2) : v # Id.

(A3) : (v—1Id)? =6.

(Ayq) : Ker(u + v — Id) # {0}.

(1) Etude d’un exemple.
Vérifier que les endomorphismes u et v dont les matrices dans B sont respectivement

U= ( (1) —01 ) et V= ( (1) } ) sont solutions du probléme posé.

On revient au cas général et on considére un couple (u,v) solution du probléme.
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(2) (a) Montrer que u et v sont des automorphismes de R?, puis donner u~
1d.

(b) Pour tout entier naturel n, exprimer v™ comme combinaison linéaire de v et Id.
(c) Etablir que : Im(v — Id) C Ker(v — Id).

(d) En déduire, en raisonnant sur les dimensions, que : Im(v — Id) = Ker(v — Id).

et v~ en fonction de u, v et

(3) Montrer, en raisonnant par l’absurde que dim Ker (v +v — Id) = 1.

(4) Soit (ez) une base de Ker (v + v — Id) et e; = —u (e2).

(a) Montrer que (e, ez) est une base de R2.

(b) Donner les matrices de u et v dans cette base.

(5) Donner la conclusion de cet exercice.



Exercice :

Soit F =

Rj3 [X] Pespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 3 a coefficients réels. On confond

polynéme de E et fonction polynomiale associée définie sur R.

Soit d I’application définie sur F qui & tout polynoéme P , associe le polynome d (P) = P/, ou P’ désigne la dérivée

de P.

Rappeler sans démonstration la dimension de FE et la base canonique B de E.
Montrer que d est un endomorphisme de E et donner la matrice associée & d dans la base B.
Déterminer le noyau de d, Kerd, I'image de d, Imd.

Déterminer les valeurs propres de d ainsi que les espaces propres associés. L’endomorphisme d est-il dia-
gonalisable 7

On désigne par (dk)k>0, la suite d’endomorphismes de E définie par : d° = I, ou I représente I’endomor-
phisme identité et, pour tout k de N, d**! = d* o d.
Pour tout k de N, Ker d* désigne le noyau de d*.

(a) Déterminer pour tout entier non nul &, le sous espace Ker d* ainsi que sa dimension.
Vérifier que d (Ker dk) C Kerd".
(b) Soit P un polynoéme de degré r. Montrer que la famille (d* (P))nggr est libre.
Dans cette question, on cherche & déterminer les sous espaces vectoriels F' de E stables par d.
(a) On suppose que dim F' = 1. Montrer que F = Rq [X].
(b) Soit F un sev de E stable par d. Soit P un élément de F' de degré r. Montrer que
R.[X]CF.

(c) En déduire les sev de E stables par f.



Exercice 1 :

On considére 'espace vectoriel R?; on note Id I’endomorphisme identité de R? et # I’endomorphisme nul de R2.
On note B = (i,7) la base canonique de R

Le but de cet exercice est de trouver les couples (u,v) d’endomorphismes de R? vérifiant les 4 assertions suivantes :
(A1) :u? =—Id (il faut comprendre uou = —Id).

(A2) : v # Id.

(A3) : (v—Id)? =6.

(Aq) : Ker(u+ v — Id) # {0}.

(1) Etude d’un exemple.
La matrice de u? dans la base B est

U2:<(1) _01 ) (? _01 >:—12:Matgld
donc u? = —1Id.

Comme la matrice de v dans la base B est différente de I, v n’est pas 'endomorphisme identité de R2.
La matrice de (v — Id)? dans la base B est

o= (5 4) (8 4) (8 0) e

donc (v — Id)? = 4.

L’endomorphisme de R? u + v — Id est injectif si et seulement si sa matrice dans la base B,U +V — I,

Iest. Or,
0 0
vvn-(00)

. C 0
qui n’est pas injective car ( 1

) est un élément non nul de son noyau. Par conséquent,

Ker(u 4+ v — Id) # {0} .
Les assertions (A1), (As2), (43) et (A4) sont vérifiées.

On revient au cas général et on considére un couple (u,v) solution du probléme.

(2) (a) Par définition, u et v sont deux endomorphismes de R%. Montrons leur injectivité.
Soit « € Keru alors u (z) = 0 donc u? (z) =0 = —Id(z) = —=x.
Ainsi, le noyau de I’endomorphisme u est réduit au vecteur nul.
Soit, « € Kerv alors v (z) = 0 donc (v — Id)* (z) = v2 (z) — 2v (z) + Id (z) = z = 0 (z) = 0.
Ainsi, le noyau de I’endomorphisme v est réduit au vecteur nul.
Donc u et v sont deux automorphismes de R2.

La relation u? = —Id implique que u o (—u) = (—u) ou = Id donc u~! = —u.
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La relation (v — Id)* = 6 implique que 2v — v? = Id = (2Id — v) o v = v o (2Id — v) = Id donc
v i=2Id—wv.
(b) Soit n un entier. Le polynome P = X2 —2X + 1 est un polynéme annulateur de v.
Par division euclidienne de X™ par P, il existe un polynéme @Q,, et des entiers a,et b, tels que
X" =PQn+anX +b,.
Par conséquent, v" = a,v + b, Id.

Il ne reste plus qu’a déterminer a,, et b,,. Pour cela, on évalue la relation X™ = PQ,, +a, X +b,, ainsi
que sa dérivée nX"~! = P'Q,, + PQ!, + a, en la racine double de P : 1. On obtient

{ l=a,+0b,

n=a,
Par suite, a,, =n et b, =1 —n. Donc
v =nv+(1—n)ld.
(¢) Soit x € Im(v — Id) alors il existe t € R? tel que z = (v — Id) (t). Ainsi,
(v—1Id)(z) = (v—1Id)o(v—1Id)(t)= (v—TId)?*{#)=0(t)=0
donc z € Ker(v — Id).

Donc
Im(v — Id) C Ker(v —Id).

(d) D’aprés la question précédente, dim Im(v — Id) < dim Ker(v — Id). Comme R? est de dimension finie,
le théoréme du rang appliqué a I’endomorphisme v — I'd donne

dimIm(v — Id) 4+ dim Ker(v — Id) = 2.
Ainsi,
dim Im(v — Id) < dimKer(v — Id) = 2 — dim Im(v — Id)

ie.

dimIm(v —Id) < 1.
Or, grace a P’assertion (As3) le rang de v — Id est non nul donc

dimIm(v — Id) =1
et par suite

dimKer(v — Id) =2 — dimIm(v — Id) = 1.

Les sous-espaces vectoriels Ker(v — Id) et dim Im(v — I'd) sont donc de méme dimension.

Comme on a montré 'inclusion Im(v — Id) C Ker(v — Id), on en déduit que

Im(v — Id) = Ker(v — Id) .

(3) L’assertion (A4) implique que le sous-espace vectoriel Ker (u+ v — Id) n’est pas de dimension nulle. De
plus, Ker (u + v — Id) est un sous-espace vectoriel de R? donc sa dimension est inférieure ou égale & deux.

Supposons par I’absurde que Ker (v + v — Id) soit de dimension deux alors on aurait
Ker (u+v — Id) = R?
puis u +v — Id = @ i.e. v — Id = —u. En particulier, on aurait
0=@w—1Id?=(-u)’=u>=1Id

ce qui est faux. Par conséquent, Ker (u + v — Id) est un sous-espace vectoriel de R? non réduit au vecteur
nul et de dimension différente de deux. Ainsi,

dimKer (u+v—1d) =1.



(4)

(a)

3

Supposons par ’absurde que la famille (ej,eq) soit liée alors, comme le vecteur es est non nul, il
existerait un réel A tel que
€1 = )\62 .
Il existerait donc un réel A tel que
u(eg) = —Nes .
Comme le vecteur ey est non nul, 'endomorphisme u admettrait donc une valeur propre réelle.

Or, lassertion (A;) implique que X2 + 1 est un polynome annulateur de u. Le spectre de u est donc
inclus dans les racines de P qui n’a pas de racine réelle. On obtient donc une contradiction.

Par conséquent la famille (e, e3) est libre et composée de deux éléments, c’est donc une base de R2.

Par définition, u (e1) = u (—u (e3)) = —u? (e2) = ez et u (ez) = —ey donc

0 -1
Matgu:<1 0 >:U.

Comme (u+v — Id) (e2) =0, v (e2) = (Id — u) (e2) = ez + e1. De plus,

v(er) =v(—u(e2)) = v ((v—1Id)(e2)) = (v* =) (ea) -
Or, v?2 — 20+ Id = 0 donc v (e1) = v (e2) — ez = e;.

1 1
Matgv:(o 1>:V.

(5) D’aprés les questions précédentes, deux endomorphismes de R?, u et v, sont solution du probléme si et

seulement s’il existe une base tel que leur matrices respectives dans dette base soient U et V.
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Exercice :

Soit n un entier non nul et £ = R,, [X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n a coefficients
réels. On confond polynéme de E et fonction polynomiale associée définie sur R.

Soit d I’application définie sur F qui & tout polynome P , associe le polynome d (P) = P/, ou P’ désigne la dérivée

de P.

(1)
(2)

E est de dimension n + 1 et la base canonique B de E est (1,X,..., X™).

Pour tout P € E, d(P) est un polynome a coefficients réels de degré inférieur ou égal & n — 1 donc
appartient a F.

Soit (P,Q) € E? et A € R,
d(P+XQ) = (P+2Q) = P+ \Q' = d(P) + M (Q) .

Donc d est un endomorphisme de E.

Soit k € [[0,n]],
d(X*) = kx+!
donc
0 1 o --- 0
: 2
Matg d = L0
: n
0 -+ «cov oo 0

Les polynémes de dérivée nulle sont les polynémes constants i.e.
Kerd = RO [X] .

Pour tout P appartenant a E, d (P) est un polyndéme & coefficients réels de degré inférieur ou égal a n — 1
donc

Imd C R,—1 [X] .
De plus, le théoréme du rang appliqué & 'endomorphisme d défini sur £ de dimension n + 1 donne
dimImd=n+1-dimRy [X]=n.
Par conséquent,

Imd=R,_; [X] .
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(4) La matrice de d dans la base B est triangulaire supérieur donc on lit les valeurs propres de d sur la diagonale
de cette matrice. Ainsi la seule valeur propre de d est 0. L’espace propre associé est Kerd = Rq [X].

Si d était diagonalisable alors sa matrice dans la base B serait semblable a la matrice nulle donc serait
nulle ce qui n’est pas le cas. Par suite, ’endomorphisme d n’est pas diagonalisable.

On désigne par (d*), ., la suite d’endomorphismes de E définie par : d° = I, ot I représente I'endomor-
phisme identité et, pour tout k de N, d¥*! = d* o d.
Pour tout k de N, Ker d* désigne le noyau de d*.

(5) (a) Soit k un entier non nul. le sous espace Kerd” est I’ensemble des polynomes de E dont la dérivée

ké™e est nulle. Donc
Rip_1[X] sik<n+1
k_ _ k—1 <
Kerd®" =Ry [X]NE = { > sinon
Ainsi
1k <
dimKerdkz{k S}k_n+1
n+1 sinon

Soit P € KerdF alors d(P) est un élément de E dont la dérivée (k — 1)éme est nulle donc dont la
dérivée k¢ est nulle. Par conséquent d (P) € Ker d*. Ainsi,

d (Ker dk) C Kerd" .

(b) Soit P un polynoéme de degré r. Pour tout k € [[0,7]], d* (P) est de degré r — k car le degré de
la dérivée d’un polyndme non constant est un de moins que celui du polynéme. Par conséquent, la
famille (dk (P)) est échelonnée donc libre.

0<k<r
(6) Dans cette question, on cherche & déterminer les sous espaces vectoriels F' de E stables par d.
(a) Soit P un élément non nul de F. On a
F = Vect (P)
et d (P) € F douc il existe un réel A tel que d (P) = AP. Par suite, P est un vecteur propre de d donc
P est un polynéme constant ce qui implique que
F=Ry[X].
(b) Soit F un sev de E stable par d. Soit P un élément de F de degré r. Alors la famille (d* <P))O<k<r

est une famille d’éléments de F. De plus, c’est une famille libre & » + 1 de Ry [X]. Elle en constitue

donc une base. Par conséquent,
R.[X]CF.

(c) Soit F un sev de F stable par d. L’ensemble
{degP, P € F}

est un ensemble non vide de N majoré par n, il admet donc un élément maximal d. Ainsi, tous les
éléments de F sont de degré inférieur ou égal a d i.e.

F C R, [X].

De plus, il existe un polynéme P de F' de degré d donc, d’aprés la question précédente,
R,.[X]CF.

Par conséquent,
F =R, [X].

Réciproquement, les sev (R, [X]),,,, sont des sev de E stables par d donc ce sont les seuls.



