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0 1 I
. . g . o & ianue es = | C 0
On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est A l’ f .

On note Id Pendomorphisme identité de R”.
i ’ £ ¢ g : H s hP soit e yisme nul
On dit qu'un endomorphisme h est nilpotent quand il existe un entier naturel p tel que h” soit I'endomorphis

L'objectif de ce probleme est de montrer que f est la somme de deux endomorphismes de
est diagonalisable et autre est nilpotent.

Z*Z/ 1. (a) Vérifier que —1 et 2 sont des valeurs propres de f et déterminer les sous-espaces propres associes.

(b) On suppose que [ est diagonalisable.
En étudiant la trace de A, aboutir & une contradiction.
1 *4 Que peut-on en déduire sur f7

A+ 7. 2. Montrer que Ker(f + Id) C K(-,r((f + 1(1)2) et que Ker(f + Id) # Ker ((f K l(l)z),

A 1,L 3. Montrer que R* = Ker(f — 21d) @ Kor((f + 1(1)2).

Pour simplifier les notations, on note dorénavant
F = Ker(f - 2Id) et G = Kcr((f + Id)").

4»11 4. Montrer que F et G sont stables par f.
L 5. On note P = (X + 1)*(X — 2). Justifier que P(f) est 'endomorphisme nul.

On note dorénavant 7, = g)(f +1d)? et mp = ~$(f + 41d) o (f — 2Id).
/1 6. Justifier que les endomorphismes 7y et mo commutent.
7. (a) Que vaut 'endomorphisme mp o 7y ?
A (b) En déduire une inclusion entre Ker(m) et Im(my).
8. (n) Montrer que my + mp = Id.
/’ (b) En déduire une inclusion entre Ker(m;) et Im(m,).
A*/ 9. Justifier que Ker(my) = Im(my) et que Ker(m;) = Im(ms).
Z 10. Déduire des questions 7a et 8a que m; et 7, sont des projecteurs.
A 11. Montrer que m3 est le projecteur sur G parallelement a F. Identifier .
On pose maintenant
9=2m —meth=f—g.

ﬂ 12, Justifier que g et b sont des polynomes de endomorphisme /.

13. Montrer qu'il existe v de RY i . S -
@ il existe une base de RY telle que la matrice de 9 dans cette base soit [ 0 1 0
0 0 1

ZM 14. Montrer que h = (f 2Add)omy + (f + Id) o .

En déduire que h* = 0

b’ 15. Conclure, ' @

R? qui commutent. dont ['un
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Probléme 2 ZD /(

g 1 1
On consideére la matrice réelle A d’ordre 3 définie par: A= 1|0 8 g
1 70

1% Partie
Détermination d’un polynéme annulateur de A et de ses valeurs propres

1.1. Recherche d’un polynéme annulateur de la matrice A
A d 1. 1.1. Calculer A? puis A3.
/| 1.1.2. Vérifier que 44 =34 + I, ot I est la matrice identité d’ordre 3.
9 1.1.3. En déduire un polynéme de degré 3 annulateur de la matrice A.

1.2. Etude des racines d’un polynéme

On considere le polynéme R défini par :

Vr€eR, R(z) =423 -3z -1

/1 {,’\ Vérifier que 1 est une racine simple de R et en déduire que —3 en est une racine double.
A ¢ 1.3. Quelles sont les valeurs propres possibles de la matrice A ? Justifier votre réponse.
3 0
A +/\ 1.4. Vérifier que les vecteurs V; = | 2| et Vo = | 1 | sont des vecteurs propres de la matrice A4 et
4 -1

préciser les valeurs propres aux quelles ils sont respectivement associés.
A 1.5. Préciser alors les valeurs propres de la matrice A.

28me Partie
Calcul des puissances de la matrice 4

On rappelle que le polynéme R est défini par : R(r) =423 -3z —1. z € R.
2.1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, il existe un polynéme Q,, et des réels a,. b, et c, tels

ue
L i VzeR, z"=Qn(z)R(z)+ anz’+ bnz + cp. (%)

Dans la suite de cette partie, on cherche a déterminer, pour chaque entier n > 1, les réels a,, b, et
¢, mais pas le polynéme Q.

2.2. Détermination des réels a,, b, et ¢, pour n € N*

Soit n un entier naturel non nul.

2.2.1. En substituant 1 puis —% a r dans les deux membres de I'équation (*) ci-dessus, en déduire
deux équations linéaires vérifiées par les réels a,. b, et c,.

2.2.2. En dérivant, par rapport a la variable r. les deux membres de 1'équation (x) ci-dessus et en
substituant —% 4 r dans les deux membres de 1'équation obtenue. en déduire une troisiéme équation
linéaire vérifiée par les réels a,. b, et c,.

2.2.3. Résoudre le systéme linéaire constitué des trois équations obtenues précédemment et donner

ﬂ les expressions des réels a,, b, et ¢, en fonction de n.
2.3. Calcul des puissances de la matrices A

On admet que si P; et P, sont deux polynomes a coefficients réels, alors (P P2)(A) = P(4)P(A).

Justifier que, pour tout entier naturel k > 1, A* = ax A% + bp A + i/ et déduire de ce qui précede que
k

3+6(3) (Z) 3(F)
L A"=% 2+ (—2+6k) (5 )‘ 2+(T—3k)(‘.71)k (usk)( )
(

4+ (12— 18k) ()" 4+(—24+9L—)(‘T})" +(3+9k)
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Question 2 -

Soit £ lendomorphlsme de R,[X] défini par :
f(P)=_.p (l)+"P(l)()\—1)-—"P(l)(}(1)2

On pose : o =1, O,=X-1 et Q=~(X-1)
D) Moo, TMQ
b) B=(Q,, QrQ)est basedeR [X]

z)&.a matrice de f dans B est - Jm-\-qﬁm I‘W

fr [0 -11 (1 0 —1) ( 1 0 -1
ol 1 1 Blo 2 o] C)O2O D) 0 1
L—4 O.J -4 1 OJ ' TN -4 2
L) Autre reponse

— O P

(o= 5 B w1

Soient A et ) les matrices -

Question 10 : Y /ﬂ)

3 4. "1y £ & 1)
A=£1 S vead J=l1. 9 3
R 3 JE

A=J+2]onj €tant la matrice 1dentité,

Apres avoir exprimé J” en fonction de 0, pourtout nelN * | montrer que 4" est égale a :

A) 2"1+(4ﬁ;2")J B) 2"1+(4"‘;2"jJ TJudy %@r Vtsbm

~2" ) S . : W
C) 477 ‘ | D) —17 + J E) Autre réponse
SRk TR L
A f2 0 0 0~ 05 g
Question 12 : On considére les matrices - D=|0 3 0f et N= { 0 0 1
. M 3 e ST

En vérifiant que les deux matrices D et N commutent et ep appliquant la fcm;ule du bindme de N
calculer M"”

v neIN* : la matrice M " est égal a : JW%\S_/‘ \/\:b\k

ewton,

r 0 9 ) r .1 o] f\“\\@%
A [0 57 a3 B) |0 ¥ »n
o 0 3 J 0 o =¥ J
[z o 0 (r o 0
C) ; g M x D)y |0 3¢ 3 E) Autre réponse
\0 0 3 0 3




Question 6 : soit (F,),.y la suite de nombres entiers définis par : &ﬁ/)
(F.F)=0) et (VreN) F,, =F,, +F,

On pose pour tout nentier 21, a, = F,, . F,_ - F}

> ? JM*%@WW

i
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E) Autre réponse

F n+l - ¥ %
Indication : On pourra considérer le vecteur colonne X, =“— et trouver une relation matricielle du

X ice indé i tduira 1'ex i A™en fonction
type x,,, =Ax, ou A est une mamce indépendante de n. Puis on en déduira l'expression de f

pit 71 un exgx/tilrﬂr/xa{mel. On peut remarquer quil existe un unique polynome T, € R[X |

2 - OXT, Ty © T uat %w/ \E{RW{

R € oo p) X E) Autre réponse



