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Suites Numériques

Archimede de Syracuse (287 av. J.-C. - 212 av. J.-C)

Grand physicien, mathématicien et ingénieur grecque. Parmi ses domaines
d’étude, on peut citer I’hydrostatique, la mécanique statique et I’explication
du principe du levier. Il a utilisé la méthode d’exhaustion pour le calcule
d’aires a 'aide la somme d’une série infinie et a donné un encadrement de
7t d'une remarquable précision. Il fit I'un des premiers a utiliser les suites
géométriques pour le calcul d’aires ou de volumes. Archimede est mort pen-
dant le siege de Syracuse ou il a été tué par un soldat romain qui a agi
malgré les ordres demandant de ne pas lui nuire.

(©) Blaque du jour
Un samedi, un mathématicien, un physicien, et un économiste patientaient sur le parcours de golf
en attendant qu’un petit groupe finissent leur parties; ces derniers étaient si maladroits que leurs
balles se perdaient, partaient dans toutes les directions, et ils avaient un mal fou a les retrouver.
Dégoutés, las d’attendre, nos trois amis s’en retournent au clubhouse pour réclamer. Le directeur,
leur répond : < mais n’avez-vous pas vu les panneaux ? Aujourd’hui est un jour réservé aux athletes
handicapés... Ces gens devant vous étaient aveugles ! >
Le mathématicien fut submergé de honte et promit au directeur de donner un peu de son temps
pour accompagner ces personnes sur le cours ; le physicien, plein de remords, promit de donner

5 000 $ pour cette bonne cause. L’économiste fit alors cette observation : <« Ne serait-il pas plus
efficient de faire jouer ces gens la nuit ? >

Calcul algébrique

4 Exercice 1
[0 Résoudre les équations suivantes :

x> —5x+6=0 x=vx+2
(Inx)> —5lnx =12 e +eX=2

1
In(x+3)+In(x—2) =2In2 x—i—;:Z

fg Exercice 2

0 Reésoudre les inéquations suivantes :

2x—3
x>+ 5x% < 6x §—<1
x> —4
In(2x —3) < In5 Ix 24> 78
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Exercice 3
O Soient x,y,z trois réels vérifiant x € [1;4], 2 <y < 5 et |z| < 3. Donner un encadrement le
plus précis possible des expressions suivantes :

2x —3y +1 x(y —3)

z 3x
2 y+1
1 x> —4x +4
z—2
—4
x;z_] ) T B

Suites numériques particulieres

Exercice 4
On considere la suite (w,) définie par up = 0 et w1 = 2u,, + 3™ pour tout n € N. Montrer que la

suite (vn) définie par v, = ;Ln—n est une suite arithmético-géométrique. En déduire en fonction de n,

I’expression de v,, puis de u,.

# Exercice 5
Soit (1,) une suite numérique.

O Préciser la raison de (u,) sachant qu’elle est arithmétique et que u; = 3,u9 = —6;
O Préciser la raison de (u,) sachant qu’elle est géométrique et que us = 2, u;; = —80;

O Préciser I’équation caractéristique de (u,) sachant qu’elle est récurrente linéaire d’ordre 2 et
que u, =3 x 2"+ 2 x 3™

Exercice 6
0 Reconnaitre dans chaque cas la nature de la suite (u,), donner son expression générale, puis

n
simplifier la somme S,, = Z Uy.

k=0
Up =2, Uni1 =Un —5 Uy = =Dy Unp = —6 X Uy
1 17 2 7
Uo:—3)ufn+1:—4><ufn+z Uo = 35 Unt = —5 XUn — 73

U =—T1,u1 = 2, Unyy = 6Uny1 — Uy U =0,w =1, Upyz = 3upy — 2u,
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Exercice 7
On considere deux suites (W,) et (vn) vérifiant ug = 1,vy = 2 et définies pour tout n € N par :

1 1
Uny1 = g(zufn"f’vn)) Vn4l = g(un+zvn)

[0 Reconnaitre la nature des deux nouvelles suites w,, et z, définies par w, = u, + v, et
Zn = Up — Vn.

[0 Calculer I’expression de w, et z, en fonction de n.

0 En déduire celle de u, et de v,,.

Monotonie, Majoration, Minoration, Convergence

fg Exercice 8
S

fg Exercice 9

n—1
§ On considere la suite définie par w, = —— pour tout n € N. Démontrer que la suite (u,) est

0 Dans chaque cas des exercices 4 et 5 ci dessus, préciser la monotonie de la suite (w,).

. n+2
crolssante.

fg Exercice 10
1

Uy — 2

Soit (u,) la suite définie par uy =4 et pour tout n € N par : w1 = + 2.

O Montrer que u, > 2 pour tout n € N.

O On considere désormais la suite (v,) définie par v, = In(u,, — 2). Déterminer la nature de la
suite (vn).

0 En déduire 'expression de v, en fonction de n.

0 En déduire 'expression de u, en fonction de n.

, 4 Exercice 11
S

fg Exercice 12

Etudier la monotonie des suites u, et vy, définies pour tout n € N par

O Dans chaque cas des exercices 5 et 6 ci dessus, étudier la convergence de la suite (u,).

Yo D il
tn = 2 T L

k=0
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Exercice 13
On considere les suites (1) et (v,) définies pour tout entier naturel n € N par :

LL():O Vozz

3u, + 1 3v, + 1
Unyg = ———— Vi1 = 7

-

Dans un repere orthonormé (O, {,]) tracer les droites (D7) et (D;) d’équations respectives y = 3x+1
ety =x.

0 En utilisant les deux droites (D7) et (D;), placer sur 'axe des abscisses les réels uy, 1y, u3
puis vi, Vv, et vs.

00 Calculer wuy,uy, w3 puis vi,v; et v3. Comparer avec le résultat géométrique obtenu dans la
question précédente.

0 Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et donner leur limite.

4 Exercice 14
1
Soit (u,) la suite définie par : up = 10 et Wny = W, + o pour tout n € N.

[0 Montrer que pour tout n € N, on a u,, > 0.

0 En déduire la monotonie de (w,).

0 Montrer par récurrence sur n € N que : u > 2n+ 1.
0 En déduire la limite de la suite (uy,).

O La suite (w,) peut-elle étre majorée ?

g Exercice 15

Soit la suite (u,) définie par : up =1, Uy = /2 + u, pour tout n € N.
0 Montrer que pour tout n € N, on a 0 < u, < 2. Que peut on dire de la suite (u,)

O Etudier la monotonie de la suite (uy).

1
0 Démontrer que 0 < 2 —u, < 4_1(2 —Un_1) pour tout n € N*.

-] n
0 En déduire que 0 < 2 —u, < (4_1) pour tout n € N.

O En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Suites adjacentes

4 Exercice 16
On considere les suites (u,) et (vp) définies par :u, =1—10"et v, =1+10"

[0 Donner les valeurs de ug, vo, Uy, V1, U2, V2, U3, V3, Ug, V4.
O Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

0 Quelle est leur limite commune ?
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Exercice 17
Soit a et b deux nombres réels tes que : 0 < a < b. On définit les suites (u,) et (v,) par
Uy = a,vo = b et par les relations de récurrence suivante : pour tout n € N, on pose

Un +v
Uni1 = A/ UnVn y, Vnp1 = Tﬂ

Démontrer par récurrence sur n € N que u, < v;,.

En déduire la monotonie des suites (w,) et (vy).

Montrer qu'on a : a < u, < vy < b pour tout n € N.

En déduire que les suites (un) et (v,,) sont convergentes.

O O 0O odgd

VvV, — b—a
“Tu“ pour n € N. En déduire que v, — u, = —— pour

Montrer que Vi1 — Uny = o
n € N, puis que les suites (u,) et (vy,) sont adjacentes.

Applications financieres

4 Exercice 18
En 2015, Hamza dépose 35000 dhs & la Banque Populaire & un taux d’intéréts composés de 5% par
an. [Chaque année, les intéréts obtenus s’ajoutent au capital et engendrent d’autres intéréts 'année
suivante|. Calculer le montant dont il disposera aprés un an, deux ans et au bout de 8 ans.

4 Exercice 19
En 2015, Charaf Eddine dépose 35000 dhs a la Société générale a un taux d’intéréts composés de
3% par an. [Chaque année, les intéréts obtenus s’ajoutent au capital et engendrent d’autres intéréts
I'année suivante| plus un bonus annuel fixe de 2000 dhs.

[0 Calculer le montant dont il disposera apres un an, deux ans et au bout de 8 ans.

O Alaide d’un tableau excel, donner les montants dont disposera chacun de Hamza et Charaf
Eddine pour les 20 premieres années. Conclure quel est le meilleur choix rentable, celui de
Hamza ou celui de Charaf Eddine.

O Trouver (sans excel) I'année théorique ou la somme dont disposera Charaf Eddine sera
supérieur a celle dont disposera Hamza.

4 Exercice 20
Fatima Zahra a acheté une voiture BMW en 2015 pour un montant de 480 000 dhs. La valeur d’un
véhicule diminue de 15% par an. [Chaque année, le prix moyen des véhicules de la méme année,
diminue de 15%].

Calculer la valeur résiduelle de la voiture de Fatima Zahra en 2022.
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Exercice 21

Une dune mesurait 100 metres de large en 2010. Kamar, membre d’une équipe de scientifique
constate que chaque année la largeur de cette dune diminue de 1,5 m sous l'effet de I’érosion (due
au vent, aux vagues et a 'homme). On note u, la largeur de la dune en (2010 + n). Ainsi, ug
représente la largeur de la dune en 2010 et vaut 100.

[0 Que représente uy, u; et wys5 ? Calculer les valeurs de wy, w; et w5 7.

[0 La dune joue un role important : elle protege les polders des risques d’inondation et intervient
dans la gestion de la qualité des eaux. Kamar estime qu’en dessous de 30 m de large, la
dune ne peut plus assurer ce role en cas de phénomenes exceptionnels (tempéte notamment).
Elle prévoit de ralentir 1’érosion par des plantations d’oyats (plantes) et la mise en place de
(barrieres) des que la dune atteindra 45 m de large.

En quelle année, au plus tard, devra-t-elle intervenir 7

Exercice 22
Abdelehamid dirige une compagnie minérale qui exploite un gisement de fer depuis 2014. La
premiere année, la compagnie a extrait 100 000 tonnes de fer. Vu les difficultés d’extraction, 'ex-
ploitation du gisement diminue de 1% chaque année. On appelle u, le nombre de tonnes de fer
extraites I'année 2014 + n.

[0 Montrer que w; = 929000 puis calculer u,;.

Quelle est la nature de la suite (u,). Justifier votre réponse.

Donner 'expression explicite de u,, en fonction de mn.

Calculer le nombre de tonnes de fer extraites en 2021 arrondi a 'unité.

Montrer que la quantité totale de fer extraite entre 2014 et 'année (2014 +n) est donnée par
la formule : S, =(1—0,99n+1) x 107

00 Calculer en millions de tonnes la quantité de fer que cette compagnie pourra extraire si
I’exploitation continue indéfiniment dans ces mémes conditions.

g Exercice 23

Diyae dépose 50000 dhs sur un compte rémunéré a 3% par an. Chaque année suivante, elle dépose
3000 dhs de plus. On note (u,) la somme épargnée a ’année n.

O Justifier pourquoi on a alors : w,y1 = 1,03 x u, + 300 et wy = 5000
Préciser la nature de la suite (u,).

A Taide d’'un tableur (excel par exemple), calculer la somme totale épargnée a la 10eme année.

O O d

Prouver que la suite (v,,) définie pour tout entier n par v, = w, + 10000 est géométrique et
donner sa raison et son premier terme.

Exprimer v,, en fonction de mn.
En déduire u,, en fonction de n. Retrouver alors par calcul le résultat de la question .

Etudier les variations de (uy).

OO oo

Diyae décide de ne jamais fermer ce compte et le laisser ouvert a 'infini pour ses petits-petits-
..... enfants. Approximativement combien peut espérer récupérer son petit-petit-... enfant le
plus lointain possible.

IR | 88 Glasses
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