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Fonctions Reelles

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bi-
bliothécaire et philologue allemand. Il est a l’origine du terme de < fonction
> , de celui de < coordonnées >, de la notation du produit de a par b sous
la forme ”a.b” ou "ab”, de la notion de ”dérivé”, ...

(©) Blaque du jour
0 If ABCDEF=1+2+43+4+5=15%, then
KNOWLEDGE=11+414+15+234+124+5+4+54+7=96% and HARD-

WORK=8-+1-+18+4-+23+15+18+11=98%. If both are important, they fall to
attain 100%.

O However, LAZINESS=12+1+...=105%, NEGATIVITY=14+5+7+...=132% and
PROCRASTINATION=16+18+15+...=198%.

0 The worst is that Selling your soul to Satan = 19+5+12+...=314%=3,14="t.

ElAlami Marouane, ECT 1, 2015-2016

--""'...'._ _‘-—H-H"‘_
C'EST COMME ON PLANEUR

QUi PERDRAIT DE L'ALTITUDE
MAIS QUI N'ATTERRIRAIT
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LEs Echauffements

4 Exercice 1
[0 Préciser le domaine de définition pour chacune des fonctions suivantes.

0 Etudier leur injection, surjection, bijection.

[0 Pour celles bijectives, donner 'application réciproque.

fi(x) = vx+2 fa(x) = (Inx)* +3Inx + 2

falx) =e*+e ™ -2 f5(x) = e? 2 4 1 —2¢*

8—6 34+ 2x2— 1
X f7(X):X + 2x° —x+ —(2—X+x2)
x2—2 x—1

fo(x) =x*—3x+4+

4 Exercice 2
Déterminer les limites suivanttzes 2 e y:
e e X
lim — b) lim —— lim ———
ml niveau 1 [ 2 s e ) N (Inx)* c) e [In(x*)]3
g 2
d) lim x*eV* e) lim exp(3x’) f) lim In v

X—+00 X——00 x6 xo0+ X2

1
a) lim [3XZ—|—(1nx)2—— b) lim [exp(x?) — e +x7]

m] niveau 2 [ x—0+ VX X—+00
¢) lim (e’3x—%+x—e"z) d) lim (In(x*+ 1) —2Inx)

g Exercice 3

Etudier les branches infinies pour les fonctions suivantes :

2 X X _ p—X 2 1 X 1
: a(x):xx+e b(x):e e c(x):x +xInx d(X):xe+

2+1 e 4 e x+ 1 e+ 1
en —00 . X + e¥ . erx—e ™ . xe* + 1 . x x
oalx) = — b(x) = T c(x) = o1 d(x) =In(e*+e7)

g Exercice 4

Déterminer I’ensemble de définition, I’ensemble de continuité et ’ensemble de dérivabilité des fonc-

tions suivantes. Calculer ensuite les dérivées correspondantes.
2x

a(x) =In(1+x*) bkx) = Xze_1 c(x)=exp(x+1/x) d(x)=vVx2+x+1

# Exercice 5
Représenter graphiquement les fonctions sur leur domaine de définition respectif.
Etudier graphiquement la continuité de ces fonction. En revenant a la définition, justifier la conti-
nuité ou la non continuité de chacune de ces fonctions.

alx) = 2—x si x=3 b(x) = Inx si x>1
- X si o x<3 Tl e€f—e si x< 1

# Exercice 6
Justifier les inégalités suivantes :

a) Vx> 1, Inx<x—1 b) ¥x > 0,

+
1 1 1
C)VXE O,E y x In ; <E C)VX)O, ex>

Institut
[ I des Classes
e Préparatoires



Feuille d’exercices
myismail.net -
mamouni.myismail@gmail.com ECT ]-

ﬁ Exercice 7
e —e*

On définit une fonction f sur R par Vx € R, f(x) = P

Justifier que f réalise une bijection de R sur un intervalle | a expliciter.

Exercice 8

Montrer que ’équation = 1 admet une et une seule solution sur R,.

x2 + 1
Si o désigne cette solution, justifier que 0 < o < 2.

Montrer que I’équation 3 — 2x = €~ posseéde une unique solution « dans R.
1

Vérifier que 0 < o < 1. Est-ce que 3 <a<gl1?

e/?~1.648+107°

Valeurs numériques : e = 2.718 £ 1073,

4

:
[ g Exercice 9
4

Exercice 10
On considere la fonction f(x) = x + Inx.

Montrer que f réalise une bijection de R’ sur un intervalle a expliciter.

Justifier que I’équation x + Inx = 2005 admet une seule solution o sur ]0,+oo[ et que
1997 < « < 1998
Valeurs numériques : In1997 ~1n1998 ~7.6 +107".

Exercice 11
Déterminer le nombre de solutions sur R des équations suivantes
() : 2x*—=3x*—12x =1
(E2) @ 12x° —45x* +-40x*> = 8

Déterminer la convexité des fonctions suivantes sur leur domaine de définition respectif (ainsi que
les éventuels points d’inflexions) puis tracer le graphe de ces fonctions.

g
g Exercice 12

2 _
a:ixs 68 —15¢" + 103 +1 b:x — e i T | 2 L
X+ 1 X+ 1

ﬁ Exercice 13

Etudier le plus completement possible chacune des fonctions suivantes, en précisant notamment la
convexite et la présence éventuelle de points d’inflexion.

f(x) =In(1+%x%) g(x) = eTx 4+ 2x — 3

hi) =xy/T 2 ifx) = 22X +3

X
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LEs Musculations

ﬁ Exercice 14
X

On considere la fonction f définie par f: x — iy
nx

Expliciter le domaine de définition de f.
Calculer la limite 111})1+ f(x). Qu’en déduit-on sur f ?
x—

Justifier la dérivabilité de f sur son domaine de définition et expliciter sa dérivée.
Donner le sens de variations de f sur son domaine de définition.
Montrer que f réalise une bijection de ]e, +ool sur ]e, +ool.

@ Déterminer la nature de 'asymptote en +o0o a la courbe représentative de la fonction f.

Exercice 15
On considere la fonction f définie sur R par

si x=#0
Vx eR, f(x)={ € —1
1 si x=0

Déterminer la nature des asymptotes de la courbe représentative C¢ de f en —oo et en +oo.

Justifier que f est continue et dérivable sur R*. Est-elle continue en 0 ?
1

On admettra dans la suite que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —=.

2
Expliciter la fonction g, définie sur R et vérifiant

g(x)

VXGRX, f/(X) :m

Dresser le tableau complet des variations de la fonction g sur R (limites et extrémas inclus).

Démontrer que la fonction f réalise une bijection de R sur R7.

g Exercice 16

1
Soit f la fonction définie sur [0;1[ par (0) = 0, et pour x > 0, par f(x) = Iy
n

Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0;1[ (0 compris).
Déterminer si f est convexe ou concave sur [0; 1[.

Montrer que f possede un unique point d’inflexion sur cet intervalle et déterminer la tangente
de f en ce point.

Tracer une allure de la courbe représentative de f.

# Exercice 17
Etudier la parité des fonctions suivantes :

1
fi(x) =x* +4 sur R fa(x) = — sur R* f3(x) = —S— sur R
2x + 1 * X +13
fi(x) = X_22x+1]R—{2} fs(x) = (x—3)2—(x+3)sur R fs(x):ZX—; sur R*
f;(x) = 1In } tz sur [—1;1] | fg(x) =e*+e* sur R fo(x) =e*—e *sur R
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LEs Must

fg Exercice 18
X

On considere la fonction f définie par f: x — iy
nx

Expliciter le domaine de définition de f.
Calculer la limite 111(1)1+ f(x). Qu’en déduit-on sur f ?
xX—

Justifier la dérivabilité de f sur son domaine de définition et expliciter sa dérivée.
Donner le sens de variations de f sur son domaine de définition.
Montrer que f réalise une bijection de ]e, +ool sur ]e, +ool.

@ Déterminer la nature de I'asymptote en +o0o a la courbe représentative de la fonction f.

Exercice 19
On considere la fonction f définie sur R par
X

vx eR, f(x)=<{ €' —
1 si x=0

si x=#0

Déterminer la nature des asymptotes de la courbe représentative C¢ de f en —oo et en +oo.

Justifier que f est continue et dérivable sur R*. Est-elle continue en 0 ?

1
On admettra dans la suite que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —5

Expliciter la fonction g, définie sur R et vérifiant

g(x)

VXGRX, f/(X) :m

Dresser le tableau complet des variations de la fonction g sur R (limites et extrémas inclus).

Démontrer que la fonction f réalise une bijection de R sur R7.

Quand un ECT veux souhaiter Joyeux Noel
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LEs Type-Concours

4 Exercice 20
Pour x € R, on pose : f(x) = x> +5x — 1
[a] Etudier les variations de f sur R.

@ Montrer que 1’équation x® 4 5x — 1 = 0 admet une unique solution o dans R.

1
Etablir que 0 < o« < 5

Pour tout entier strictement positif n, on considere I’équation
(E): X +5x=n

[@] Justifier que pour tout entier n, I’équation (E,) admet une et une seule solution dans R.
On note «, cette solution.

@ Déterminer la monotonie de la suite (ot )n>1.
Montrer que Yn € N,  « < &, < v/n. En déduire que lim Sn _ 0.
n—+oo T
3
) O O
@ Justifier que Vn > 1, <3—\/‘r_t> +5 (;> =1.

A Taide de la question précédente, en déduire que lim ixn =
n—+oo n

1

Pour tout entier naturel n, on considere I’équation
(Fu) :x"+5x—1=0

[&@] Montrer que pour tout entier naturel n, I’équation (F,) admet une et une seule solution
sur R,
On note ,, cette solution.

1
@ Calculer By, B1, f2. Démontrer que Vn >0, 0< B, < 5 En déduire que lirf (Bn)" =
n—-+o0o
0.
En utilisant I’équation satisfaite par (,,, en déduire lirf Bn.
n—-+o0o

@ On souhaite déterminer la monotonie de la suite (Bn)n.
Pour cela, on considere la fonction f,, : x — x™ +5x — 1.

Montrer que Vx €]0, 1[, T 1(x) < fo(x).
En évaluant cette inégalité en x = f,,, déterminer le signe de f, 1 (fn).

Que vaut fr1(Pnse1) ? Déduire de cette question et de la précédente que

Yn =0, foa(Bn) < fari(Bnsr)

Quelle est la monotonie de la suite (Bn)n ?
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