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Exercice 1

Partie I : Caleul matriciel

1 1/2 174 1 1 1
(On considére les trois matrices : M 0 1/2 1721, Q a -1 -2 ot D =0QMQ.
o o 1/4 o o0 1

1. Caleuler @ = Q. En déduire que ¢} est inversible et expliciter €)1

Caleuler I (on vérifiera que I) est une matrice diagonale).
Justifier que M = QI

3. Démontrer par récurrence que : yn e M, MT

o

Qomg.

4. Expliciter les neuf coefficients de la matrice M™.

Partie II : Etude d’une expérience

(On dispose de 2] pieces de monnaie dquilibrées, o'est-a-dire que la probahilité d’avoir Pile en lancant 'une d
oes places vant 3-
On effectue des lancers successifs selon le protocole suivant -

a l'etape 1, on lance les 2 pleces,

i I'étape 2, on lance les pidces ayant amend Pile & I'étape 1 (5" en existe),

i I'étape 3, on lance les pidces ayant amenéd Pile & I'étape 2 (8"l en existe),

et ainsi de suite. On suppose que les lancers suceessifs éventuels d une méme piéce sont indépendants et que le
denx pléces sont indépendantes 'une de Pautre.

On considére, pour tout entier naturel n non nul, les événements ;
A, 1« obtenir 0 Pile a I'étape n =,
B, : « obtemir 1 Pile a Uétape n =,
Cn 1 « obtenir 2 Piles & 'étape n =.
Pi{AL), by
1. Calculer ay, b et 1.

et on note a, P(B,) et c, = P(C,).

2. Soit n un entier naturel non nul.
Caleuler les trois probabilités conditionnelles Py (A1), Pr, (Ania) et P, (Agg) .

I'n arpumentaire ezt affendu pour expliguer les valeurs de chacune de ces probabilités.
3. A I'aide de la formule des probabilités totales, prouver que :

1 1
fg+1 = g EI'.'P:I1 } Il:’.'“,
1 1
Wn = 1 [ Ebn f Ef.'“
1
Cn+1 ]I’:n.
4. (a) Veérifier que :
In+1 n
Wm =1, b1 M| b,
f-'n.} 1 Cn

ol la matrice M a été définie dans la partie 1.

bl pll A Agall A aglall

[QBY +-0n-Ust +.X0HI+ | QQOE
Université Internationale de Rabat

IR | desciasses

Préparatoires




ECT 1

http ://myismail.net
mamouni.myismail@gmail.com

(b) Démontrer, par récurrence, que :
Iy i1y
Wn=l, bo | =M™ 15 ].
Cn (i}

R T Y
AT T T

(b} Vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale & 1 et donner la limite de chacune d'elles.

5. (a) En déduire que :

Wnzl, P(A)=1+ P(C) = o=

Exercice 2

On rappelle que ¢ — ¢! ~ 2.7,
On considére la fonction f définie sur D = |0, 1] U |1, +oc| par :

T
Yee D, flx)= m

ainsi que la suite (un ),y définie par :

Ui,
tp = 3 ot Wn e R, un_]:‘“‘u"]:]n[—un]'

1. Caleuler les limites suivantes : lim f{z), lm f(z), lim f(z)et lim f(z).
0+ I+ +oo 31— 1+

(=]

. Pour x € D, Caleuler f'{x) puis justifier que f'(z) est du méme signe que In(z) — 1.

3. (a) Dresser le tablean de variations de [ sur [7 en le complétant par les limites de f aux bomnes de I,
(b} Montrer que f réalise une bijection de [e, +oo| sur [e, +oo|.

4. (a) Résoudre 'équation f(r) = r d'mconnue z, pour = € D,

(b) Donner le signe de f{zx) — r lorsque = € 1.

(a) Prouver par récurrence que :

(=

YneM, u,=e
(b} Justifier gue la suite [t.[,,_]m:__‘i est décroissante.
() Démontrer que la suite (), converge puis que lim  un = e,
- T +00

6. (a) Montrer que :
\ 11 2 32
'?IIE[E‘,'l'L‘Ul: _F.I:I]:E—E l—m .
(b) En déduire que :
1
Vr e le. ool | (z)| € T

Montrer, & 'aide de Pinégalité des accroissements finis, que :

=1
=
)

1
Yne M, |un+l—e|sgz|un—e|.

(b} En déduire que :

1
Wn e M, |un—e|£4—n.

() Retrouver ainsi la convergence de la suite {u, Jnen.

Gcod Luck "
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Exercice 1

Partie I

1. On remarque que § = = I3, on I3 désigne la matrice identité d’ordre 3. Ainsi la matrice @ est inversible
et son inverse est 1 Q71 = Q.
2. Omn calcule le produit de matrices :

1 1 1 1 1/2 1/4 1 1 1
D=0 -1 -2} ={0 1/2 1/2) =0 -1 -2
oo 1 o 0 1/4 0 0 1
1 1 1 4 21 1 1 1
0 -1 -2)={0 2 2]=}0 -1 -2
oo 1 001 g 0 1
1 1 1 4 2 1 i 4 00 1 0 0
0o -1 -2)=|0 -2 -2 =1 o2o0l=|01/2 0
oo 1 0 0 1 0on1 00 1/4

La matrice I} est done hien diagonale.
On a alors :

s | =

s | =

D=QMQ=Q'DQ ' =M = QDQ =M = M =0QDQ

3. Notons pour tout n € M, Hin) : « M™ = QD"Q »
e Pour n =10, ona M® = I3 et QD0 = * = [3. Ainsi, Hi0) est vraie.
e Soit n = 0. Supposons que H(n) soit vérifiée. On a alors :

| ('”Lnl:']

ML — gy, (QD"Q)QDQ) = QD"DQ = QD™

done H(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, la propriété H(n) est vraie pour tout n z 0.

4. On a alors :
1 1 1 1 0 0 1 1 1
Mt =g =0 -1 —-2| = 0 [%]“ 0 w [0 -1 -2
00 1 00 (i 0 0 1
1 1 1 1 1 1
=0 -1 —2)x 0 —@d)r -2y
00 1 0 0 (ym
11:'1 1'\11 r1\:|1
1 1_]{§_J 1—;}‘[5} 'I"]LE_.I
=10 (3" 2Az)" =25
- o1
0 0 "
[4’]
Partie 11

1. On lance une fois les deux pigces. Notons Py (reps. Pz} Pévénement « On fait Pile avec la pigce numéro 1
(resp. numéro 2} =. On a alors :

I
ar = P(4)) = P(Fy N Fy) = P(R)P(Fy) = §
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1 1 1
by = P(B1) = P(R N F2) + P(R N By) = PIR)P(FR) + PIRYP(R) = 3+ 3 =3
1
€] = P{C]':I = P[PL ﬂpg] = F{P]_:I.P[Pg] — E
2. 8i A, est réalisé, on a obtenu 0 Pile & I'étape n, done on ne va lancer aucune piéce & 'étape n+ 1. Ainsi,
on est cortain que Ap+1 sera réalisé.
Pa (Ani1) =1
Si B, est réalisé, on a obtenu 1 Pile 4 I'étape n, donc on va lancer une pidea 4 Pétape n+ 1. On obtient
Apy1 81 et soulement 51 cette piece donne Pile, on a donc :

1
P (Api) = 5
51 (7, est réalisd, on a obtenu 2 Pile 4 I'étape n, donc on va lancer deux piéces & I'étape n+ 1. On est dans
la méme configuration que Pétape 1, donce :

1

Fo,(Ann) = 3

Soit n = 1. On sait qua (A,, B,.C,) forme un systéme complet d'événements, done d’aprés la formules
des probabilités totales, on a :

i1 = PlAdpa) = PlAa N A )+ P(Ban A )+ PIC, N AL
- PI:.-‘!.“:I.PA“{AH_'_l] + P(Bn:lpﬂ‘n[-q-n—lj + P[C“:IPC“{A“_H]
1 1
=En><1+bnx§+c11x1
De méme, on obtient :
bns1 = P(Brnt1) = P{Aa N Bna) + P{Ba N Bra) + P{Ca M Brp)
= PlAL) Pa, (Bri1) + P(Bo)Pr, (Bap1) + PICLFo, (Bria)
1 1
=r:l1.,>-clil+bu,..,>-<§+4:',.,_><E
et

Cas1 = P(Cas1) = P(Aa N Cas1) + P(Ba N Cat1) + P(Ca Cat1)
— P(An) P, (Cas1) + P(Ba) P, (Cas1) + P(Cn) Pe (Cast)

=unx0+bnx0+cnx%

3. On a donc bien pour tout n 2= 1,

n+1 n + 3bn + fn 1 1/2 1/4 I n
(bﬂﬂ):( thy + ey ):(O 1/2 1;‘2)(5,,)=M(bn)
Cntl %c,, o 0 1/4 Cn o
iy iy il
Pour n = 1, on a bien ( b ) =I3( by ) = M1 ( By )
£ €y £

r ay
Soit n = 1. Supposons quion ait | B, | = M™ 1 [ & |. Alors :

Cn C1

(S| n ay )

Bppr | =M (b | =M M= b | =M [k

Cntl Cq 5] C1
Donc par récurrence, la formule est bien vérifiée pour tout n = 1.
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