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Définitions et exemples

Définition.

Un sous-ensemble S de IR® est une surface lisse s'il vérifie

I'une des deux propriétés équivalentes suivantes : Pour tout

point P € S, il existe un ouvert U de IR?, un ouvert W de IR3

contenant P et une application lisse o : U — IR3,

(U, V) — (Ul(ua V)7 O'2(U, V)7 0'3(U, V)) tels que .
QolU)=SNWeto:U—SNW estun

homéomorphisme;

Q les deux vecteurs

— (201 902 Dos)\ . (901 D02 Dos
o= \ow o au) 7T Vavav v

sont linéairement indépendants en tout point (u,v) de U.



Une application ¢ : U — IR3,

(u,v) — (o1(u, v), 02(u, v),03(u, v)) qui vérifie les
conditions de Définition 1.1 1. est appelée paramétrisation
réguliére de S. Un atlas de S est une famille de
paramétrisations réguliéres dont les images recouvrent S.



Une application ¢ : U — IR3,

(u,v) — (o1(u, v), 02(u, v),03(u, v)) qui vérifie les
conditions de Définition 1.1 1. est appelée paramétrisation
réguliére de S. Un atlas de S est une famille de
paramétrisations réguliéres dont les images recouvrent S.
Noter que les deux vecteurs o, et o, sont linéairement
indépendants si et seulement si le vecteur o, X o, est non nul
en tout point (u,v) € U. On appelle alors champ de vecteur
normale de S le champ de vecteur (dépendant de o) et défini
sur o(U) par

g, X O
NJ:#. 1
owx ol 1)



Sioc:U—R3ets:U— IR sont deux paramétrisations
régulieres de S telles que V := o(U) N (V) # 0 alors il existe
un difféomorphisme ¢ : 07 1(V) — 7 1(V), (u,v) — (4, V),
appelé changement de paramétrisation, tel que

o(u,v) =a(u,v), pourtout (u,v)eca (V). (2)



Sioc:U—R3ets:U— IR sont deux paramétrisations
régulieres de S telles que V := o(U) N (V) # 0 alors il existe
un difféomorphisme ¢ : 07 1(V) — 7 1(V), (u,v) — (4, V),
appelé changement de paramétrisation, tel que

o(u,v) =a(u,v), pourtout (u,v)eca (V). (2)

En dérivant cette relation, on obtient
dudv OJudv) . . -

oy X0, = (050\‘1 - 0305) oz X oy = J(¢)oz X7y, (3)

ou J(¢) est le Jacobien de ¢,

du Ju

Ju  Ov
J(9) =

ov  Ov

ou Ov



Sioc:U—R3ets:U— IR sont deux paramétrisations
régulieres de S telles que V := o(U) N (V) # 0 alors il existe
un difféomorphisme ¢ : 07 1(V) — 7 1(V), (u,v) — (4, V),
appelé changement de paramétrisation, tel que

o(u,v) =a(u,v), pourtout (u,v)eca (V). (2)

En dérivant cette relation, on obtient
dudv OJudv) . . -

oy X0, = (050\‘1 - 0305) oz X oy = J(¢)oz X7y, (3)

ou J(¢) est le Jacobien de ¢,

Ou  du
ou  Ov
Jo) =]
ov. v
ou  Ov
De la relation (3), on déduit que
N, = signe(J(¢))N5. (4)



Les relations (3) montrent que le plan vectoriel engendré par
o, et o, ne dépend pas de la paramétrisation et on peut poser
la définition suivante.

Définition.

Soit S une surface de IR® et P € S. Le plan tangent 3 S en P
est le plan vectoriel de IR engendré par o,(uo, vo) et

o,(ug, vo) ol o est n'importe quelle paramétrisation réguliére
de S telle que o(ug, vo) = P. On le notera TpS.






Exemple.

@ Tout plan de IR® passant par un point a et de vecteurs
directeurs p et q est une surface dont une paramétrisation
globale est donnée par

o(u,v)=a+ up+vq.

Q La sphére
SP={(xy,2) eR® /x> +y* + 72 =1}

est une surface. Une paramétrisation simple de S? est
donnée par la latitude 0 et la longitude ¢ :

o(0, ¢) = (cos b cos ¢, cos O sin ¢, sin )

avec —3 <0 < 7 et0<¢<2m.
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Premiere forme fondamentale

Soit y(t) = o(u(t), v(t)) une courbe dans une surface S ot o
est une paramétrisation de S. La longueur d'arc de v a partir
de (o) est donnée par

sz/t:\ww)udu.

On a ¥y = wuo, + vo,, et donc
15> = Ei® + 2Fav + G2,

ou E =||o,|]?, F=<o0,,0,>et G=]||o,]|?. Donc

t
s= / (Ei +2Fiv + G?) dt. (5)

to
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En posant du = udt etc, on voit que
s = /\/ds2
ou

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?.

Cette quantité est appelée premiére forme fondamentale de o.

15



En posant du = udt etc, on voit que
s = / vV ds?
ou
ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv°.
Cette quantité est appelée premiére forme fondamentale de o.
Définition.
Si 81 et S, sont deux surfaces, un difféomorphisme

f : 81 — S est une isométrie si il préserve la longueur des
courbes.
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En posant du = udt etc, on voit que

:/w—

ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv°.
Cette quantité est appelée premiére forme fondamentale de o.
Définition.
Si 81 et S, sont deux surfaces, un difféomorphisme

f : 81 — S est une isométrie si il préserve la longueur des
courbes.

Théoreme.

Un difféomorphisme f : S — S, est une isométrie si et
seulement si, pour tout paramétrisation o, de Sy, les premiéres
formes fondamentales de o1 et 0o := f o 01 coincident.
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Seconde forme fondamentale et courbure des surfaces
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Seconde forme fondamentale et courbure des surfaces
Soit ¢ une paramétrisation d'une surface S de vecteur normal
N,. On appelle seconde forme fondamentale de o, |'expression

Ldu? + 2Mdudv + Ndv?, (6)

ou

L=<o,,N, > M=<o,,N,> et N=<o,,N,>.

10



Si v(t) = o(u(t), v(t)) est une courbe unitaire dans une
surface, alors 7 est un vecteur unitaire tangent a la surface.
Donc 7 est orthogonal au vecteur normal N, de o, donc 7,
N, et N, X 7 est une base orthonormée. Puisque ¥ est
unitaire, 7y est orthogonal a ¥ et donc

¥ = knNg + kgN, X 7. (7)

20



Si v(t) = o(u(t), v(t)) est une courbe unitaire dans une
surface, alors 7 est un vecteur unitaire tangent a la surface.
Donc 7 est orthogonal au vecteur normal N, de o, donc 7,
N, et N, X 7 est une base orthonormée. Puisque ¥ est
unitaire, 7y est orthogonal a ¥ et donc

¥ = knNg + kgN, X 7. (7)

Les scalaires x, et kg, sont appelés, respectivement, courbure
normale et courbure géodésique de . Puisque N, et N, x ¥
sont orthogonaux et unitaires, on déduit de (10) que la
courbure k de «y est donné par

k=111l = 2 + 3. )

il



On introduit les deux matrices symmétrique

E F L M
FI:(FG) et .F//:(MN).
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On introduit les deux matrices symmétrique

E F L M
FI:(FG) et .F//:(MN).

Sity = &0, +mo, et ty = &0, + 100, sont deux vecteurs
tangents a la surface en un point, alors

<ty ty >= T{F Ty, (9)

_( & _( &
T1—<7]1> et T2_(T]2)
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On introduit les deux matrices symmétrique

E F L M
.F/:(FG) et .F//:(MN).

Sity = &0, +mo, et ty = &0, + 100, sont deux vecteurs
tangents a la surface en un point, alors

<ttty >= T F T, (9)

_( & _( &
Tl_(Th) et T2_(T]2)

Les courbures principales de la paramétrisation o sont les
racines de |'équation

Définition.

det(]-",/ = H}J_"/) =0. (10)
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Si K est une racine réelle de (10), il existe un vecteur colonne
T non nul tel que

(.F[[ — /1.7:/)7_ =0. (11)
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Si Kk est une racine réelle de (10), il existe un vecteur colonne
T non nul tel que

(.F// — H.F/)T =0. (11)

Définition.
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Proposition.
Soient k1 et Ky les courbures principales en un point P d’une
paramétrisation d’une surface o. Alors :

Q k1 et ko sont deux nombres réels;

Q si k1 = Ky = K, alors F;; = kJF, et donc tout vecteur
tangent a la surface en P est un vecteur principal ;

Q si k1 # Ky, alors tout couple de vecteurs principaux
correspondant respectivement a Kk, et ko sont
orthogonaux.

Dans le cas 2., P est appelé point ombilique.
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Exemple.

Il est intuitivement clair que la sphére courbe de la méme
maniére dans toutes les directions et en tout point. Pour
confirmer cela par le calcul, on utilise la paramétrisation de la
sphére par la longitude et la latitude. On a

E=L=1 F=M=0, G=N = cos®6.
Donc les courbures principales sont les racines de

11—k 0

0 cos?f — kcos?0 =0,

i.e., Kk = 1 comme c'était prévisible. Chaque vecteur tangent
est un vecteur principal.
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Proposition.

Les courbures principales en un point d’'une surface sont le
maximum et le minimum des courbures normales de toutes les
courbes dans la surface passant par ce point. En plus, les
vecteurs principaux sont les vecteurs tangents aux courbes qui
réalisent ces minimum et maximum.
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Proposition.

Les courbures principales en un point d’'une surface sont le
maximum et le minimum des courbures normales de toutes les
courbes dans la surface passant par ce point. En plus, les
vecteurs principaux sont les vecteurs tangents aux courbes qui
réalisent ces minimum et maximum.

Les valeurs des courbures principales en un point P d'une
surface nous donne des informations sur la forme de la surface
au voisinage de ce point. On peut montrer que, au voisinage
d'un point P d'une surface en lequel les courbures principales
sont k1 et ko, la surface coincide avec la surface quadratique

1
z= §(K1X2 + Kay?) (%)
si on néglige les terms d’ordre supérieur a deux.
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Proposition.

1



Soit 7 (1, v) et deux paramétrisations o(u, v) et soit

ou  ou

ou Ov
J =

ov oy

ou Ov

la matrice Jacobienne de (4, v) — (u, v) et soit J* sa
transposée. Montrer que

E F E F
= Jt J
F G F G

L M\ ./ L M
() ar(b )

En déduire que les courbures principales sont soit identiques
soit opposées.

et

kYl



Définition.
Soient k1 et ko les courbures principales associées a une
paramétrisation o d'une surface S. Alors, la courbure
Gaussienne de o est

K = Kika,

et sa courbure moyenne est

1
H= 5(/%1 T /ig).
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Exemple.

Q Pour la sphére unitaire, nous avons trouvé dans Exemple
3.3 que k1 = Kk =1, donc K = H = 1. Pour le cylindre
circulaire de rayon 1, nous avons trouvé que k1 = 1 et
ko =0etdoncK=0etH=:

Q Considérons une paramétrisation d’une surface de
révolution

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u))
avecf >0etf2+32=10na
E=1F=0,G=f L=fg—fg, M=0, N=fg.
Donc, d’aprés Proposition 4.1,

(fg — t&)fg
K = ——
N - 26



On considere la courbe profile dans le plan xz qui a pour
équation

z=+v1— x? —argcosh (1> ) (12)
X

En tournant cette courbe autour de I'axe des z on obtient une
surface appelée pseudo-sphére qui a une courbure Gaussienne
-1 partout.

7



On considere la courbe profile dans le plan xz qui a pour
équation

1
z=+v1— x? —argcosh (—) ) (12)
X

En tournant cette courbe autour de I'axe des z on obtient une
surface appelée pseudo-sphére qui a une courbure Gaussienne
-1 partout.

Le résultat suivant montre que le signe de la courbure
influence la forme globale de la surface.

Proposition.

Si S est une surface compacte, alors il existe un point P de S
ou la courbure Gausienne K est > 0.
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Nous allons maintenant énoncer le théoreme 'egregium’ de
Gauss. C'est la plus importante découverte de Gauss sur les
surfaces. Gauss a qualifié son résultat de 'egregium’ mot Latin
qui désigne 'important’.

Théoreme.

(Théoréme remaquable de Gauss) La courbure Gaussienne
d’une surface est présérvée par les isométries. En particulier La
courbure Gaussienne est donné par

—3Ew+Fu — 36w 3E,  Fu— 3E,
F,— 16, E F

ie, F G
(EG — F2)2

<
Nl
QMo

[N
<

mmm

Gy

0
_ E,

[N
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On finit par ce jolie théoreme.

Théoréme.
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