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Introduction

Différences Finis
Inconvénient

—A(u) = —u"(x) = f(x), x€]0,1[;
{ u(0) = u(1) =0,

On discritise I'intervalle [0, 1] en posant :
1

h= m xi=(—1)xhi=1,2,...M+ 1 par 'approximation
f(x + h) — 2f(x) + f(x + h)
h2

f'(x) = On obtient le probléme appro
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Introduction

Différences Finis

Inconvénient

Soit alors AU = B avec
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Introduction

Différences Finis

Inconvénient

)]
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Eléments Finis

,B=H
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Introduction

Différences Finis
Inconvénient

Inconvénients

Inconvénients

La méthode n’est pas modulaire
Si on change les conditions aux bord la matrice change. La progr:
matrice est a refaire.

La matrice devient
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Introduction

Différences Finis

Inconvénient

Géométrie du domaine :

—A(u) =f(x), xeQ;
{ u(x) =0, xerl;

Xi=(i—1)xhi=1..M+1
Yi=(—-1)xkj=1,...N+1

uij = u(x;, X;)
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Eléments Finis

Principe de la société

@ Représenter la société(champ continu)par des élus(noeuds)

@ définir les propriétés de chaque individu(matrice de I'élément’

@ définir son role dans la société (rotation dans le repere global

@ établir des liens entre les individus (assemblage) et avec les ¢
(conditions aux limites).

@ Tout ceci permet d’obtenir le statut de la société (résolution) €
niveau de vie déplacement .

@ Ensuite retour aux individu (extractions des déplacements élé

@ Détermination de leur part de revenu(contraintes,déformation
leurs propriétés (matrices de rigidité) et du revenu global de I:
(déplacement structural).
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Eléments Finis

Intérét de la méthode des Eléments Finis

@ La méthode prend les principes de la vie d’'une société
@ Traitement des formes géométriques compliqués

@ Traitement des comportement complexes et évolutifs

@ Couplage des différents phénoménes :mécanique, thermique
hydraulique,. ...

@ Exploitation rapide et directe des résultats
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Eléments Finis

Eléments Finis 7

Eléments Finis triangulaires
Soit K = Z; 2,25 un triangle de R?.
k+1)k+2
Pk = Rg[x, y] on a dim(Px) = (+)2(+)
Pourk=1L= {£1,;’62,E3}
Avec L;i(P) = P(z;) (Eléments Finis de Lagrange )
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Eléments Finis

Fonctions de Forme

C’est une fonction qui prend la valeur 1 au noeud i et
0 a tous les autres noeuds

N (x,y) = 11— 261,-;,(,0[(}’/3 = Yit)(X = Xi1) — (Xiz — Xt )(¥ — i
(Viz = ¥i)(X = Xi1) + (Xi2 — Xi1)(y — yin)]

NE(Y) = ety Ve — Yin)(x = xin)-

(Xi3 . xit)(y = yi)l

23ir7e(K)[7(y"2 = Yit)(X = Xit)

+(Xi2 = xit)(y — ¥in)]

NK(x,y) =
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Maillage ou Triangulation

Détermination Pratique du maillage

On suppose que Q est un ouvert "a frontiére polyédrique".

Soit T, ={Kj,i=1...m, avec K; triangle },

h = max h; avec h;= diamétre du triangle.
]
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Maillage ou Triangulation

Détermination Pratique du maillage

On dira que Ty, est une triangulation de Q2 si et seulement si :
° 1)KZNK> =0 pouri#j
@ 2) Ki N K; est soit 'ensemble ) soit une arréte ou un sommet.

03)OK-:Q

i=1
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Maillage ou Triangulation

Détermination Pratique du maillage

Le maillage d’'un domaine dépend de la géométrie du domaine. Si
simple on peut la construire facilement a partir d’'un programme q

ci-dessous. Si la géométrie est complexe, on peut utiliser des logit
Modulef,. . .).
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Maillage ou Triangulation

Détermination Pratique du maillage

Le maillage d’'un domaine consiste a determiner les tableaux suiv:
@ coordonnés.dat : ce tableau a trois colonnes est formé ainsi
@ la colonne 1 contient les numéro des noeuds
@ la colonne 2 contient les abscisses des noeuds
@ la colonne 2 contient les ordonnés des noeuds
© élément.dat : ce tableau a quatre colonnes est formé ainsi :

e la colonne 1 contient les numéro des triangles
@ les colonnes 2,3 et 4 contiennent les numéros des noeuds di

© bord.dat : ce tableau a une colonnes est formé par les numé
bord.
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Exemple : Programmé sous Matlab

Exemples :Voir Programme

Maillage d’un rectangle
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Probleme de Dirichlet
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

—A(u) =f(x), xeQ;
U(Xay) = g(X7y> (Xay) € 00
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

On multiplie par une fonction test v : Q — R puis on integre sur

/ —A(u)v(x,y)dxdy = /f(xy v(x,y)dxa

On appliqgue Green-Rieman on obtient :
/ Vu(x,y)Vv(x,y)dxdy — ou o)do = / f(x,y)
Q J O a

le deuxieéme terme est nulle si v € H}(Q)
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Formulation Variationnelle du Probleme de Dirichlet

Trouver u e H'(Q) telle que u(x,y) = g(x,y,
TP ety vicyaxdy = [ foxpvix.ydy
Q Q
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Formulation Approchée

On munie Q d’une triangulation Voir 3.1. On construit I'espace d’a
Vi = {vih € C%(Q) : v/ € P1}

On démontre les résultats suivant :

@ V| est un espace vectoriel de dimension fini en outre dim(V;
noeud du maillage.

@ (®))1<i<n base canonique de V} vérifie :

o d;c Vjetd; eC’Q), di/k € P;

° ®i(z) = di,

e Sizi € K; alors

o . @

i/, = NJ,1=,2 ou3.
_
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Formulation Approchée

Le Probleme Approché devient :

Trouver up € V! telle que un(x,y) = g(x,y, 0O

FVA : /vuh(x,Y)VVh(xvy)dxdy:/ f(x, y)va(x,y)dxdy, V
Q2 Q

Pour z; € 0Q alors up(z;) = g(z;) est connue.
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

La (FVA) < :

Trouver up € V) telle que un(x,y) = g(x,y,

FVAD
/Q VUn(X, y)Vb;(x, y)dxdy — /Q F(x, y);(x. y)axaly.

On va définir deux ensembles d’indices :

Jo={je[1: M]telque ,z c 00N}

J = setdiff(1 : M, Jo)
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée
Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Probleme de Dirichlet

Résolution Numérique du PVAD

up € V}} donc up(x,y) = Za/d)(xy D a0i(x,y) + > a0

jedb jed
probléeme PVAD revient donc a trouver (o)1<j<m tel que

aj = 9(z), j € Jdo

Z/S2v¢j(X>Y)V¢/(X,y)ajdxdy
jed

/fx y)®i(x, y)dxdy—
-3 [ o@vesxy)ve,

j€do

Eléments Finis
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probléme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Discritisation du PVA

On pose A = (a;)1<ij<m avec a;; = / Voi(x,y)Ve(x, y)dx

A :— Matrice de rigi%lité
b = (bi)1<ij<m avec b; = /Q f(x,y)®i(x, y)dxdy et G = (G(i))1<i;
j € Jet0sinon.

Systéme Linéaire

Le probléme revient donc a trouver o € RM tel que :
aj =9g(z) sije Jp etAJ,J)a(J) = B(J) - A.G
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Procédé d’assemblage

Résolution Numérique du PVAL

Comment calculer a;j?

ajj = /Q Vo;(x,y)Vo(x, y)dxdy =

N
> / Vo;(x, y)Vo;i(x, y)dxdy
k=1 Kk

Comment calculer b;?
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Contributions des K;

Ona: VCDj(x,y)VCD,-(x,y)dxdy:/ V(®;/k )X, Y)V(Pi/k )
Ky Kx

®i/k, = NS et dj/x, = NIk, kl.kme1,2,3etd;/, =0sii¢ T
noeud du triangle K. En résumé on a :

Sii,je TR, Alors a;; = / V(N )V (N ) o
Kk

On ade méme :
Siie T’ Alors b = / N f(x, y)dxdy
Kx
On définit ainsi les matrices élémentaires : EX = (E/$)1,6q,m<3 €t
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Pour le calcul des intégrales, on I'approximation la formule de qua
Gauss-Legendre :

[ [ Hoxyasay = 2B iz + 7+
K

3
R 1T X »n
Z; sont les milieus des sommets et aire(K) = | 1 X2 y»
1 X3 y3
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probléme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

Assemlage

Assemblage

Début  Pouri =1 a nbr des éléments Faire
T = element(i,1);
ex = coord(T,1);
ey = coord(T,2),
Ke = matelt(ex, ey);
Fe = secmebre(ey, ey) ;
AT, T)=A(T, T+ Ke;
B(T)=B(T)+ Fe;
FinPour
Fin.
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Probleme de Dirichlet Résolution Numérique du PVAD
Procédé d’assemblage

On TP on a va résoudre le probleme de Dirichlet généralisé suivai

5U@umgynm=nnn)

o)) -

u(o) = g(o),
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Probléeme de Newman

Probleme de Newman

ou
aTA(") = g(o),

Avec aav désigne la dérivée conormale de u par rapport a I'opér:
A

00 2y 0,0
ax "1 ox oy JZ@y
ou ou ou
178 01 (0)87”1(0) +02(0)87yn2(0)
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Probléeme de Newman

Formulation Approchée

On demontre de méme que le probléme revient a : trouver (o;)1<;:

;

S~ | alx.y),(x.)0,(x.y)odicy

jed

/ f(x,y)® (x y)dxdy—

8
- o ®;(x, y)dxdy
pIaC
- )7(1)/()(7}/)
g/ dy
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Probléme de Robin

YU, Y) = (01 (69 5 (00Y) = 5 (oal ) (0,8) =
u(x,y) = 9(x, ),

au(x,y) + 51(0) (o) + Boala) gore(e) = h(x,y)

dy

oy
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Probléme de Robin

Lespace est V = {v € H'(w), tel que v =0 sur T1}. Lopérateur
A:VxV-—R Sud Sud
uov udv
u,v —
(u,v) /auv+/a18x6x 25,5 T

La forme linéaire :

L:V—R ]
v '—>/fv+ —hv
Q r, 3
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Le théoréme de Lax-Milgram nous assure l'existence et 'unicité d
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Résolution Numérique du PVAD

Onpose Jy = {j € [1: M| tel que ,z € T1},J = setdiff(1: M, Jp).
M

Y) = aidi(x,y) =D ajdi(x,y) + > a;j®(x, y). La réso
j= JED jed
PVAD revient donc a trouver (oj)1<j<m tel que :

Qj = g(Z/), jE JO
Z a; jo = b,'
jed

a,'J' = / a(x,y)d)id>j+ 0177 + *d),'q)j
Q

9P, 0b; a¢,-av+/ a
ax ox  “2od;0y " ), B
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Travaux Pratique Sous Matlab

Voir TP
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Présentation FreeFem++
Exemple de Maillage Par FreeFem++

FreeFem++

Présentation FreeFem++ / Histoire

Developpé au Laboratoire L-Lions, Universsité de Piere et Marie (
@ 1987 MacFem/PcFem (Pascal) Payant
@ 1996 FreeFem réecriture en C + +
@ 1999 FreeFem 3D
@ 2008 Réecriture du noyau pour tenir compte 1d, 2d, 3d
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Présentation FreeFem++
Exemple de Maillage Par FreeFem++

FreeFem++

Présentation FreeFem++ / c’est quoi

Le langage de freefem++ permet
@ de spécifier rapidement des EDP (2d,3d),
@ de manipuler plusieurs maillages (2d,3d)

@ d’écrire des scripts a la C + + pour définir vos algorithmes nt
problémes : non-linéaires, in- stationnaires, couplés...

Voir www. FreeFemm.org
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Présentation FreeFem-++
Exemple de Maillage Par FreeFem++

FreeFem++

Exemple de Maillage Par FreeFem++

Voir Exemple
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Présentation FreeFem++

Exemple de Maillage Par FreeFem++

FreeFem++

Merci de votre attention
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