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Résumé : Regard sur quelques logiiels de simulation en automatique analogique,exeries d'algèbre et d'automatique ave le logiiel Silab.Mots lés : Automatique. Systèmes linéaires. Logiiels de simulation. Silab.Remarques : Ce texte a été érit ave l'éditeur de douments LyX, logiiel libreet gratuit. Ce doument et les programmes assoiés sont protégés par les lienes GPLet LGPL, voir la onlusion en �n de rapport. Voii les logiiels qui ont été utiliséspour la simulation et la rédation de e doument (sous Linux) :Silab versions 2.4 puis 2.5, 2.6 (version 2.7 depuis février 2003) et maintenant laversion 4.1.Latex2ǫ ave Lyx (dernière version : 1.4.3)X�g versions 3.2.4, 3.2.5 (logiiel de dessin vetoriel).Gv depuis la version 3.5.8 jusqu'à la version 3.6.1 (visualisateur postsript et pdf), ouarobat reader.
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Avant proposCe livre a pour but de donner les prinipales méthodes utilisées dans le domainede l'automatique analogique (étude des systèmes à modèles linéaires ontinus) etd'approfondir par des exeries de simulation ette disipline. Vous trouverez danse doument un résumé du ours que j'enseigne (que j'ai enseigné) en première annéedans le département IMA de l'EUDIL1.En érivant e polyopié j'ai voulu onforter ave un logiiel de simulation, iiSilab (libre et gratuit), et enseignement d'automatique. En e�et il est impensablede demander aux étudiants d'aheter le logiiel professionnel Matlab qui est très her,même si 'est le logiiel le plus onnu et le plus utilisé.Je voudrais dire ii que Silab, bien qu'il soit libre et gratuit, n'est pas un logiielbriolé : il est robuste ar réalisé par des professionnels de l'informatique et de l'automatique,on le doit à un Institut de reherhe français l'INRIA en ollaboration ave l'ENPC2.Je pense que e doument peut être utile pour les débutants et même les experts enautomatique analogique ; vous pouvez bien entendu le di�user librement et gratuitement,ela va de soit (ei s'adresse aux enseignants et étudiants), sous toute forme de supportpossible. De même, si vous souhaitez le ompléter, le orriger, apporter vos propresremarques sur e doument et les méthodes de simulation qui lui sont attahées,vous voudrez bien m'en informer à l'adresse életronique donnée, je répondrais à toutourrier életronique relatif aux questions traitées dans e doument.Il est souhaitable d'installer la bibliothèque de fontions autoelem que je propose,a�n de refaire les exeries qui sont dans le doument. De même si vous avez uneertaine ompétene en langues (Anglais, Allemand, Espagnol ...) vous pouvez traduire,sans en faire ommere, e polyopié. Meri d'avane à tous les utilisateurs de medonner le retour.
1L'EUDIL est mort, vive EPU de LILLE. Eole Universitaire Polytehnique de Lille, ité Sienti�que ;59655 Villeneuve d'Asq Cedex.2INRIA : Institut National de Reherhe en Informatique et Automatique, domaine de Volueau-Roquenourt ; BP 105, 78153 Le Cheynay.ENPC : Eole Nationale des Ponts et Chaussées, Cité Desartes ; 77455 Marne-la Vallée Cedex02. 5
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1 Les logiiels de simulation etl'automatiqueIl existe à ma onnaissane1, trois logiiels de simulation permettant d'illustrer lesenseignements d'automatique, de traitement du signal et même d'analyse numérique.Ces logiiels se nomment Matlab, Otave, Silab. Ces trois logiiels s'installent sur desplateformes diverses à savoir WIN$$, MAC (pas tous), divers UNIX, dont LINUX.1.1 MatlabOn trouvera des renseignements atualisés onernant Matlab sur le site internet :http://www.mathworks.om.1.1.1 AvantagesLe plus onnu, utilisé en éoles d'ingénieurs, dans les iut, les universités, dansde nombreux bureaux d'études industriels, 'est un logiiel omplet qui possède denombreuses boîtes à outils. Il est de plus interfaçable ave le logiiel de mathématiquesymbolique Maple.1.1.2 InonvénientsIl est très oûteux, ar protégé par un opyright ommerial, haque boîte à outilsest payante, toute mise à jour l'est aussi et e logiiel doit posséder une liene parposte de travail ou par groupe de postes : liene lassroom.De plus vous n'avez pas aès au logiiel soure bien que de nombreux programmessoient diretement issus de bibliothèques mathématiques libres, omme par exemplela bibliothèque NETLIB, en partiulier des programmes érits en languages fortran ouen C, programmes que l'on obtient librement et gratuitement en se prourant le dromde ette bibliothèque : http://www.netlib.no.1Il en existe d'autre, Xmath ... et quelques logiiels moins omplets : omme Sirena. Je ne parle pasii des logiiels de mathématique symbolique, omme Mathematia, Maple ou Mupad. Ce dernierest gratuit pour une plateforme de type Linux pour l'éduation (version d'essai pour Win$$).Depuis que la version 2.5 de Mupad est sortie, on peut entre autre utiliser Silab dans unefenêtre Mupad. 10



1 Les logiiels de simulation et l'automatique1.2 OtaveLogiiel de simulation mathématique, d'algèbre linéaire, de simulation de fontions,de simulation d'équations di�érentielles ... il est aessible sur di�érentes plateformes.C'est un logiiel ouvert érit en C++, ouvert par une liene libre, liene GPL2, etgratuit. Le site internet d'Otave se nomme : http://www.otave.org.1.2.1 AvantagesLogiiel non ommerial, ave sa liene GPL qui donne automatiquement aès auode soure, vous pouvez l'essayer en allant sur le site de e logiiel et en l'installantsur votre mahine, il existe une version pour le système d'exploitation Window : je nela onnais pas.1.2.2 InonvénientsCe logiiel n'a plus été développé pendant un ertain temps mais une nouvelle équipede développeurs a pris le relais : à essayer.1.3 SilabC'est un logiiel érit par des français travaillant à l'INRIA Institut National deReherhe en Informatique et Automatique en ollaboration ave l'ENPC, Eole Nationalede Ponts et Chaussées ; e logiiel a une liene prohe de la liene GPL est libreet gratuit, de plus vous pouvez obtenir de l'aide par le réseau sur le site de Silab,http://www.silab.org. De même sur e site vous trouverez un lien vers le site ftp deSilab, où vous pourrez téléharger le logiiel, soit les soures, soit di�érents binairespour diverses plateformes informatiques. Vous trouverez aussi sur le site de Silab,de nombreuses ontributions vous permettant de traiter de nombreux problèmes. Ladernière version stable du logiiel est maintenant la version 4.1 : il existe aussi uneversion de développement mise à la disposition des urieux et téméraires.1.3.1 AvantagesCe logiiel est très omplet et est très prohe de Matlab quant à sa syntaxe (voir lesexeries proposés : omparaison des instrutions et de la progammation), de même denombreuses boîtes à outils sont disponibles dans le logiiel ou dans les ontributionsde divers auteurs. Son développement se poursuit toujours. De plus et ii je m'adresseaux étudiants et peut être à d'autres personnes : vous ne serez pas tenté de réupérersur internet le logiiel professionnel préédent et vous mettre ainsi dans l'illégalité ...2Vous trouverez le texte de ette liene à la �n du doument : Annexe 4.11



1 Les logiiels de simulation et l'automatique1.3.2 InonvénientsC'est un logiiel libre et gratuit, il ne vaut don rien3, le ontribuable devant bienentendu débourser pour des logiiels omplètement fermés ... et être à la meri desvendeurs. En�n son look n'est pas terrible, il utilise une vieille bibliothèque graphique :il lui manque un look à la WIN$$.1.4 Mise en plae de Silab sur un PC-LINUXMême si sur le site de Silab vous pouvez trouver le logiiel Silab sous di�érentesversions ompilées, il me semble plus judiieux pour les utilisateurs de Linux, deompiler le logiiel et ainsi vous vous rendrez ompte de la struture du logiiel etdes problèmes que peut poser la ompilation d'un gros logiiel.1.4.1 Installation à partir d'un binaireVous devez rapatrier le binaire de Silab sur le site de SCILAB, http://www.silab.org, l'arhive (la version binaire) se nomme silab-N�.X.bin.linux-i686.tar.gz ;Depuis un répertoire temporaire, /home/monrepertoire/temppar exemple, déompressezdans un terminal X (xterm) le �hier Silab par la ommande :tar xvzf silab-N�.X.bin.linux-i686.tar.gz, la ommande Linux tar va vousréer une arhive silab-N�.X.Pour installer le logiiel passer sous le ompte administrateur (root) et taper danse terminal les ommandes : d silab-N�.X puis make : normalement le logiielva être installé dans le répertoire /usr/lib. Un lien sera rée dans le répertoire/usr/bin qui est toujours dans votre variable d'environnement (votre PATH) ; demême vous pouvez réer un raouri sur votre bureau : e raouri pointra vers lesript /usr/bin/silab. Vous pouvez maintenant e�aer le �hier ompressé que vousavez rapatrié. Un onseil : lisez le �hier README_Unix situé dans le répertoire prinipaldu logiiel.1.4.2 Les logiiels indispensables à la ompilation et aufontionnement de SilabSi maintenant vous souhaitez ompiler puis installer le logiiel Silab vous devezavant tout véri�er si les logiiels suivants sont installés sur votre mahine. Vous devezdisposer d'un ompilateur C (g) et d'un ompilateur fortran77 (g77),4 de l'interfaegraphique Xwindow, de tl et tk, éventuellement du logiiel pvm et surtout du logiiel3Remarque à prendre au premier degré bien sûr ! Mais il y a tellement de rumeurs sur les logiielslibres ! Et l'Éduation Nationale et la Reherhe (que j'ai fréquenté pendant près de 40 ans) aimanttant les logiiels propriétaires, pas que es organismes ... et pratiquement tous les organismes del'état et vous aussi leteur sans doute.4Il arrive souvent que les bibliothèques de développement du serveur X soient manquantes sur votrelinux. Ave un binaire préompilé, vous pouvez voir les bibliothèques dynamiques néessaires :plaez vous en mode terminal dans le répertoire bin de silab et faites ldd silex.12



1 Les logiiels de simulation et l'automatiquexsltpro5 ave, si vous le voulez, xmlto. De même installez le ompilateur java (logiieljava).Faites aussi attention à l'endroit où sont installées les bibliothèques tl et tk (voirplus loin les options de on�guration de Silab : relisez le README_Unix situé dans le�hier silab-N�.X).1.4.3 Compilation du logiiel, installationCompilationSous utilisateur habituel, pour ompiler le logiiel Silab, plaez vous dans le répertoireraine de Silab, par exemple dans le repertoire /home/monrepertoire/tmp/silab-N�.Xet exéutez dans un terminal X la ommande : ./onfigure ; vous pouvez rajouterdes options à onfigure. Pour ela voyez (j'insiste) le �hier README_Unix situé dansle répertoire raine de Silab. Pour démarrer la ompilation vous devez exéuter laommande make all, et après quelques dizaines de minutes et quelques warning vousdevriez avoir un exéutable situé dans le répertoire SCI/bin, (SCI est le répertoire/home/monrepertoire/silab-N�.X). Pour démarrer le logiiel, de e répertoire, liquezsur le sript silab situé dans le répertoire /SCI/bin.Voii un exemple d'instrutions exéutées dans un terminal X permettant de on�gureret ompiler le logiiel.d /home/monrepertoire/tmp/silab-4.1./onfigure -prefix=/usr/loal --without-pvmmake alld examplesmake testsInstallationQuant à l'installation elle onsiste à passer sous mode administrateur (su root), àrevenir dans le répertoire raine de Silab , par la ommande d ..(pour revenir durépertoire examples au répertoire SCI/silab-4.1) et à faire : make install.6D'après la ommande ./onfigurepréédente Silab va être installé dans le répertoire/usr/loal/lib et un lien (silab) va être réer dans le répertoire /user/loal/bin.Vous avez aès en tant qu'utisateur normal au logiiel en tapant dans un terminal laommande silab (de même vous pouvez réer un raouri sur votre bureau).1.4.4 Quelles bogues onnus, omment y remédier, quelquesaméliorationsJe ne parlerais ii que de quelques petits bogues ou imperfetions que j'ai repérésdans ertains programmes situés dans des sous répertoires du répertoire SCI/maros,5Sinon vous n'aurez pas les pages de manuel6On peut aussi désinstaller le logiiel en faisant depuis le répertoire raine de Silab : make uninstall.13



1 Les logiiels de simulation et l'automatiquees bogues, es imperfetions, onernent des fontions utilisées en automatique lassique :vous trouverez dans le orps du doument des remarques à e sujet.Voii une petite liste des imperfetions :� fontion p_margin() dans SCI/maros/auto� fontion phasemag() dans SCI/maros/autoà ne pas l'utiliser. Préférer la fontionnouvelle dbphifr() qui sera mise dans un nouveau répertoire par exempleSCI/maros/autoelem (voir e qui suit)7.� fontion horner() dans un as (orretion dans le répertoire autoelem).Vous trouverez de même, ave e doument, un nouveau répertoire nommé autoelemontenant quelques maros permettant de traiter les réponses fréquentielles des systèmesontinus linéaires ave ou sans retard pur, ave des fontions amenant en plus desveteurs gain et phase du système, un veteur gain et un veteur déphasage fontionsde la fréquene, (eux-i sont donnés par une maro dé�nie dans un �hier). Ce nouveaurépertoire pourra être ajouter au répertoire SCI/maros (Voir Annexes 1 et 2).1.4.5 Notes sur les logiiels LYX et XFIGLe doument que vous avez sous vos yeux a été érit ave le logiiel LYX http://www.lyx.org . Je n'aurais jamais pu érire un tel doument ave un traitement detexte lassique : il fallait utiliser un logiiel omme SCIENTIFIC WORD http://www.ritme.om/fr/index.html mais vu le prix pour une liene monoposte ! ! !Je donne en même temps que le doument au format .pdf le �hier soure au format.lyx et au format .tex (que l'on obtient ave le logiiel LYX ), e qui vous permettrade omplèter e doument à votre onvenane, et si vous avez les moyens, de le traduireen une autre langue et de le di�user. Ce logiiel s'installe failement sur le systèmed'exploitation Linux et même sous Windows : allez sur le site de LYX . En�n un siteintéressant pour les franophones doit être mentionné http://yann.morere.free.fr/lyx/onfigure.html . Pour les utilisateurs du système Windows allez voir le sitehttp://wiki.lyx.org/Windows/Windows .Quant au logiiel de dessin vetoriel XFIG, il permet de retouher et omplèter les�gures réées par Silab, en e�et toute �gure silab peut être sauvegardée au format.fig. Ave e doument je donne aussi les �hiers .fig, �hiers issues souvent de silabqui ont été omplètés pour une meilleure ompréhension du doument. Ce logiiel dedessin vetoriel semble � vieux � mais il est d'une e�aité remarquable vu son âge etsa petitesse : à onsommer sans modération ! http://www.xfig.org
7Depuis la version 2.7 de Silab e programme a été réérit, mais pour ertains systèmes il y a enoreun bogue sur la phase, je justi�erai ela au ours de l'exposé.14



2 Exeries d'algèbre ave SilabLe but de e hapitre n'est pas de refaire un ours d'automatique élémentaire, ni dedévelopper les résultats aquis dans un ours d'algèbre des polyn�mes et des matries,mais d'illustrer les prinipaux résultats d'algèbre qui seront néessaires à l'analyse d'unsystème en utilisant un logiiel de simulation.Nous admettrons omme onnue la dé�nition des systèmes à modèle linéaire ontinu ;de même les prinipaux résultats onernant l'outil mathématique permettant d'étudieres systèmes, à savoir la transformée de Laplae monolatère, seront aussi admis. Danses onditions le modèle mathématique pourra être : soit une fontion de transfert(as monovariable), une matrie de transfert (as multivariable), ou des équationsd'état. Dans tous les as, mathématiquement, on est appelé à manipuler des polyn�mes(polyn�mes, veteurs de polyn�mes, matries de polyn�mes), des frations rationnelles(sous forme de veteurs et matries éventuellement), des veteurs et matries desalaires (si la modélisation sous forme de variables d'état a été préférée).Dans e hapitre nous donnerons des exemples de manipulations de veteurs, matries(de salaires, de polyn�mes, de frations rationnelles) et utiliserons les prinipalesfontions ontenues dans le logiiel permettant de dé�nir les systèmes linéaires ontinus,fontions qui mettent en évidene les prinipales propriétés de es systèmes.2.1 Démarrage de SilabComme je l'ai signalé préédemment, en frappant dans un terminal X, silab,1une fenêtre Silab apparaît. Dans ette fenêtre vous pouvez maintenant faire exéuterligne après ligne un programme de simulation : e que je viens de proposer s'appliquebien entendu à un système de type Unix. Pour eux qui ne peuvent pas se passerdes systèmes d'exploitations de la soiété Mirosoft vous trouverez un exéutablesilab.exe (déjà ompilé par Silab.org) sur le site de et organisme, de mêmevous voudrez bien lire le �hier texte Lisez-moi-Windows.txt assoié au logiiel.2.2 Les di�érentes manières d'exéuter unprogramme SilabLa façon la plus évidente de démarrer une session Silab onsiste, dans une fenêtreSilab, après le prompt de Silab symbolisé par --->, à frapper les lignes de ommandeles unes après les autres, en frappant la touhe entrée après haque ligne de programme.1Silab peut être démarré ave plusieurs options par exemple : silab -l fr pour démarrer Silaben français. 15



2 Exeries d'algèbre ave SilabAinsi la ligne orrespondante est exéutée et a�hée. Si l'on refuse l'a�hage desrésultats il su�t de mettre un � ; � en �n de ligne de ommande, ei est utile quandon fait un alul donnant de très nombreux résultats et que l'on ne souhaite pas remplirson éran d'une multitude de valeurs numériques.On peut aussi, par un opier-oller, introduire des lignes de programme dans unefenêtre Silab. Cette méthode est très utile quand on veut faire exéuter les programmesexemples donnés dans les pages de manuel : bouton help de la fenêtre prinipale deSilab.Une remarque sur les séparateurs d'expressions : il existe deux séparateursd'expressions qui sont le point-virgule � ; � et la virgule � , � le premier omme onvient de le dire, annule l'a�hage du dernier résultat de la ommande qui préède(même s'il y a deux ommandes) et est un séparateur d'expression. Quant à la virgule,elle sépare deux expressions mais les résultats sont tous les deux a�hés.C'est en utilisant le presse papier X que les programmes Silab apparaissent dans etexte : vous pouvez par e proédé éhanger dans les deux sens des lignes de programmeentre un éditeur, ou un formateur de douments, ii Thot ou LyX2, et une fenêtre Silab.La seonde manière est d'utiliser un éditeur de texte, emas, kedit ou kwrite poursa oloration syntaxique (sur linux) ou wordpad (sur windows$$)3 : vous allez réerainsi un �hier texte, que vous nommerez mon_progr.se, que vous ferez exéuter parla ommande : exe('path/mon_progr' [,mode℄)4.Voii un exemple réalisé par un étudiant de programme permettant d'illustrer ela :tau=input('donner une valeur à tau :')k=input('donner une valeur a K :')s=%s;den=1+tau*s;num=k;fr=num/den;sys=syslin('',fr)temps=linspae(0,10,51);h=sim('step',temps,sys);xbas()//instrution non obligatoire//reponse indiielle unitairexseteh([0.,0.,0.5,0.5℄); plot2d(temps',h')//blakxseteh([0.5,0.,0.5,0.5℄);bblak(sys,.01,100,'premier_ordre')//nyquistxseteh([0.5,0.5,0.5,0.5℄);nnyquist(sys,.01,100,'premier_ordre')2La première version de e doument à été érite ave le logiiel Thot, mais omme e logiiel n'estplus développé, je me suis mis au logiiel de formatage de doument LyX qui permet d'érire desgros douments à la LaTeX2ε (et fournir un �hier .tex entre autre) à onsommer sans modération :on n'a plus à retenir ou à apprendre le language de balisage de LaTeX2ε.3Depuis la version 2.7 de Silab vous avez un petit éditeur ave Silab.4Le drapeau mode, prend une valeur numérique entière valant : 0, -1, 1, 2, 3, 4, 7 voir l'instrutionexe ou mode dans l'aide ; vous pouvez aussi faire dans une fenêtre Silab apropos mode.16



2 Exeries d'algèbre ave Silab
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Fig. 2.1: Premier programme.Dans e programme, par l'instrution variable=input(�)Silab attend que l'utilisateurdonne une valeur à la variable. Ce �hier texte attahé à un ourrier életronique a étéexéuté ligne après ligne dans une fenêtre Silab par des ommandes opier-oller.Vous remarquerez l'instrution xseteh() qui permet ii, dans une même fenêtregraphique5, d'a�her trois dessins : le premier situé en position (0, 0), oin haut gauhedu graphe qui va être traé sera dans un adre de dimensions (0.5, 0.5) : 'est la réponseindiielle (FIG. 2.1).Le seond graphique, le lieu de Blak du système, est situé, pour son oin hautgauhe, en position (0.5, 0) et a pour dimensions (0.5, 0.5). Quant au dernier graphique,je souhaite le mettre dans le dernier quadrant de mon adre à savoir en position,absisse 0.5, ordonnée 0.5. Ce programme sera ommenté dans la suite de l'exposé.5J'ai sauvé e graphique sous un format .eps. 17



2 Exeries d'algèbre ave Silab2.3 Dé�nir un polyn�me par ses raines, sesoe�ients. Valeur numérique d'un polyn�meAvant de dé�nir un système linéaire nous allons faire quelques exeries sur lespolyn�mes et les frations rationnelles : nous faisons des mathématiques.2.3.1 Polyn�me, raines d'un polyn�meTout d'abord nous allons dé�nir un polyn�me et voir quelques instrutions se rapportantaux polyn�mes.Dé�nir un polyn�me par ses raines :-->s=poly(0,'s")s =sPour introduire dans Silab une variable, ii s, nous devons la dé�nir omme unpolyn�me du premier degré ayant pour raine s = 0. Cette instrution est néessairepour introduire la variable s. Attention ne onfondez pas 's' ave le polyn�me s : 's'est une haîne de aratères6, s un polyn�me.Une autre façon plus rapide d'introduire la variable utilisée dans la transformée deLaplae ou dans la transformée en z est de faire :-->s=%ss =s-->z=%zz =zPar ette méthode on utilise des variables réservées, que l'on ne peut détruire,variables préédées du signe � % �. En plus des deux variables réservées préédentes,le logiiel o�re des onstantes spéiales réservées %i, %pi, %e, %eps. La onstante%i est le nombre omplexe pur √
−1, %pi est le nombre π = 3, 1415927, %e est laonstante trigonométrique e = 2, 7182818, %eps représente la préision de la mahine :ii 2, 22E − 16. Quant aux symboles %inf et %nan, ils représentent respetivementl'in�ni et NotANumber et le symbole [℄ est l'élément vide (rien).En�n Silab possède des booléens notés %t (ou %T), %f (ou %F) pour aratériserles deux symboles logiques 1 et 0 (true, false en anglais). Ces variables sont ditesréservées ar elles sont protégées, ne peuvent être détruites ni sauvées (par la ommandesave()). Vous pouvez réer vos propres variables réservées par la ommande predef() :si vous avez dans votre propre répertoire (sous Unix) un �hier sript .silab, vouspouvez mettre es variables spéiales dans e �hier.6Pour dé�nir une haîne de aratères on utilise la syntaxe 'mahaîne' ou �mahaîne� ou enore'mahaîne�. On met les aratères entre des simples ou doubles quotes (on peut mélanger lesdeux). 18



2 Exeries d'algèbre ave SilabContairement à Matlab, il ne faut pas utiliser le aratère � % � pour faire unommentaire dans votre programme : les lignes de ommentaires ommenent parles deux aratères � // �.-->num=poly([-1,-2,-3℄,"s",'r')num = 2 36 + 11s + 6s + sLes raines de e polyn�me sont : [ −1 −2 −3
]. C'est un veteur ligne, on peutsi l'on veut, rajouter 'r' ou "r" omme indiatif pour rappeler que l'on dé�nit unpolyn�me par ses raines : e drapeau est faultatif. Nous avons dé�ni ii un veteurligne par la syntaxe veteurligne=[-1,-3 -4℄, on peut remplaer la virgule parun espae pour séparer les éléments d'un veteur ligne.-->num=poly([-1,-2 -3℄,"s")num = 2 36 + 11s + 6s + sOn obtient le même résultat. Pro�tons de e programme pour faire le alul desraines de e polyn�me. Attention : Quand on dé�nit un polyn�me par ses rainesave l'instrution préédente, on réalise l'opération (s− s1)(s− s2) ... où s1, s2 ... sontles raines du polyn�me7. Vous remarquerez que Silab ordonne un polyn�me dans lesens des puissanes roissantes.-->raines=roots(num)raines =! - 1.!! - 2.!! - 3.!Faire attention ii : Silab retourne les raines sous forme d'un veteur olonne. Unveteur olonne est dé�ni par la syntaxe veteurolonne=[-1;-2;-3℄ : la présenedu � ; � est obligatoire.-->raines_en_ligne=raines'raines_en_ligne =! - 1. - 2. - 3. !La mise sous forme transposée d'un veteur se fait par le signe � ' � ; ei est aussivalable pour une matrie8 .-->num=poly(raines_en_ligne,"s')num = 2 36 + 11s + 6s + s7Dans e as les instrutions poly et root sont des instrutions inverses. Comme poly et oeffpeuvent l'être quand on dé�nit un polyn�me par ses oe�ients.8Si on transpose une matrie A à oe�ients omplexes, l'opérateur � ' � réalise la transposition dela matrie onjuguée de A. 19



2 Exeries d'algèbre ave SilabSilab est su�samment futé pour reonstruire le polyn�me demandé. On peut aussitout simplement dé�nir un polyn�me par son expression.-->s=poly(0,'s")s =s-->num=6+11*s+6*s*s+s^3num = 2 36 + 11s + 6s + s-->num1=(s+1)*(s+2)*(s+3)num1 = 2 36 + 11s + 6s + sCette façon de faire, très naturelle, onduit à des résultats identiques.-->A=[1,2,7;3 4,8 ;5 6,9℄A =! 1. 2. 7.!! 3. 4. 8.!! 5. 6. 9.!On dé�nit une matrie A, ligne par ligne, le point virgule sépare les trois blos (veteurslignes), haque élément de ligne est séparé de son suivant par un espae ou une virgule(on peut mélanger les deux) ; préférer la virgule à l'espae a�n de ne pas faire d'erreursde syntaxe : en fait une matrie est un veteur olonne de veteurs lignes (de mêmedimension).Dé�nissons maintenant le polyn�me aratéristique de la matrie A :-->nA=poly(A,'s")nA = 2 3-4.602E-16 - 40s - 14s + s-->nA=lean(nA)nA = 2 3-40s - 14s + sUn oe�ient est très petit, en dix moins seize, on lui a�ete la valeur zéro en utilisantl'instrution lean().-->roots(nA)ans =! - 1.150E-17!! - 2.4339811!! 16.4339810! 20



2 Exeries d'algèbre ave SilabEn faisant roots()9 du polyn�me aratéristique d'une matrie, on alule les valeurspropres de elle-i et l'on obtient un veteur olonne.-->rainesnA=roots(nA)rainesnA =! 0 !! - 2.4339811!! 16.433981 !-->rainesnA=lean(roots(nA))rainesnA =! 0 !! - 2.4339811!! 16.433981 !C'était un petit jeu ! Par l'instrution spe() on obtient, sans passer par le polyn�mearatéristique de la matrie, les valeurs propres de elle i.-->valpropA=lean(spe(A))valpropA =! 16.433981 !! - 2.4339811!! 0 !J'ai pro�té, omme je savais qu'une des valeurs propres était très petite, pour luia�eter la valeur zéro.2.3.2 Autres paramètres aratérisant un polyn�meReprenons l'exemple préédent pour aratériser notre polyn�me et introduire l'instrutiontype() : le type d'un objet.-->s=poly(0,'s");num=poly([-1,-2,-3℄,"s",'r');-->type(num)ans =2.-->typ=typeof(num)typ =polynomial-->type(typ)ans =10.9Le programme roots alule toutes les raines d'un polyn�me de degré n. Mais attention si vousavez un polyn�me ave une raine multiple ordre de multipliité >3 vous aurez du mal à retrouverla raine multiple exatement : ei est du à la préision de alul de l'algorithme utilisé. Jereviendrais sur e problème. (Vous pouvez aussi normaliser le polyn�me en faisant un hangementde variable adéquat). 21



2 Exeries d'algèbre ave SilabExpliitons ette notion de type : la première instrution renvoie un entier, ii 2, quiaratérise un polyn�me, un veteur, une matrie de polyn�mes. La seonde instrutionrenvoie une haîne de aratères su�samment expliite. Quant à la dernière instrutionelle renvoie l'entier 10 qui est du type haîne de aratères. N'ayant pas dé�ni la variablede retour, Silab propose omme variable de retour ans (answer en anglais).-->deg=degree(num)deg =3.-->type(deg)ans =1.-->varia=varn(num)varia =s-->type(varia)ans =10.Par les instrutions degree(), type(), varn(), on détermine respetivement le degrédu polyn�me, le type du nombre degré, qui est ii un salaire (un salaire, un veteur,une matrie de réels ou omplexes est de type1) et la variable du polyn�me qui estle aratère (haîne) s, (type10) : on expliitera (en partiulier pour les listes) ettenotion de type dans la suite de l'exposé.2.3.3 Veteur de polyn�mes, matries de polyn�mesComme pour les salaires, Silab sait reonnaître les veteurs et matries (pasforément arrées) de polyn�mes. De même Silab sait faire les opérations élémentaires(additions, soustration, multipliation, élévation à la puissane, si ette opération estjusti�ée ...) sur es veteurs et matries de polyn�mes ; voii un exemple :-->s=%s;-->num=[1+s,3+s^2,s;6+s+s*s,4,7-s℄num =! 2 !! 1 + s 3 + s s !! !! 2 !! 6 + s + s 4 7 - s !-->num^2!--error 20first argument must be square matrixIi j'ai voulu élever une matrie au arré, elle était retangulaire, don l'opérationn'était pas valide, Silab me l'a signalé, il renvoie une erreur numérotée ave uneexpliation. 22



2 Exeries d'algèbre ave Silab-->num.^2ans =! 2 2 4 2 !! 1 + 2s + s 9 + 6s + s s !! !! 2 3 4 2 !! 36 + 12s + 13s +2s + s 16 49 - 14s + s !Dans et exemple au lieu de faire opération puissane, j'ai ave l'opération .^, réalisél'opération puissane (entière) élément de la matrie par élément de la matrie.2.3.4 Valeur numérique d'un polyn�me, hangement d'argumentOn va utiliser maintenant l'instrution horner(), elle permet deux hoses : soitde aluler la valeur numérique d'un polyn�me pour une valeur de la variable, soit detransformer e polyn�me en hangeant l'argument s, en un polyn�me, en un rapport depolyn�mes. Cette instrution s'applique aussi bien à des polyn�mes qu'à des frationsrationnelles : on verra plus loin la dé�nition des frations rationnelles.-->s=%s;nA=-40-14*s+s*s*s;-->valpi=horner(nA,%i)valpi =-40. - 15.iDans et exemple on alule la valeur du polyn�me pour s = j, ('est le omplexe pur),noté %i, onstante réservée (voir début du la setion). Nous donnons un autre exemplepermettant de transformer un polyn�me, une fration rationnelle, par hangement devariable (polyn�me, fration rationnelle), en un polyn�me ou une fration.-->valh=horner(nA,[1/s,(1-s)/(1+s),s^3℄)valh =olumn 1 to 2! 3 2 3 !! 1 - 14s - 40s - 53 - 137s + 103s + 27s !! ------------- ------------------------ !! 3 2 3 !! s 1 + 3s + 3s + s !olumn 3! 3 6 9 !! 7.322E-15 - 40s - 14s + s !! ------------------------- !! 1 !Très intéressante ette dernière ommande ave Silab : 'est déjà du alul symbolique.On reviendra sur les frations rationnelles (rapport de deux polyn�mes). Dans l'exemplehoisi le polyn�me nA vaut : nA = −40s − 14s2 + s3. Quant au deuxième argument23



2 Exeries d'algèbre ave Silabd'entrée de la fontion horner() 'est un veteur ligne de polyn�mes et frationsrationnelles, veteur de valeur :
[

1
s

1−s
1+s

s3
]Remarque : L'instrution horner() peut aussi, (depuis la version 2.5 de Silab ?),donner une matrie d'expressions (nombres, polyn�mes, frations rationnelles), unexemple :-->s=%s;-->H=[1+s;(1+s+s*s);1/(2+3*s+s*s)℄;On dé�nit un veteur olonne onstitué de polyn�mes et d'une fration rationnelle.-->f=[1+%i,(1-s)/(1+s),1/s,4℄;On onstruit un veteur ligne onstitué de nombres et frations rationnelles de lavariable s, le résultat est une matrie de frations rationnelles (type16). Voir l'instrutiontype() dans le manuel.10-->Mat=horner(H,f)Mat =! !! (2+i) 2 1 + s 5 !! ------ ------ ------ --!! 1 1 + s s 1 !! 2 2 !! (2+i*3) 3 + s 1 + s + s 21!! -------- ----------- ---------- --!! 2 2 !! 1 1 + 2s + s s 1 !! 2 2 !! 1 1 + 2s + s s 1 !! -------- ----------- ------------ --!! 2 !! (5+i*5) 6 + 2s 1 + 3s + 2s 30!-->type(Mat)ans =16.Admirez la onision du résultat ! Vous noterez que Silab ordonne un polyn�me dansle sens des puissanes roissantes.On peut aussi ave l'instrution horner() faire un hangement de variable, voii unexemple :10Dans la dernière version de Silab l'instrution horner ne marhe plus ave l'exemple i dessous :il faut supprimer la ligne 15 du programme horner (situé dans SCI/maros/alpol) pour que eprogramme s'exéute. (Il semble que le deuxième argument de la fontion d'appel doit être unsalaire et non un veteur ; le premier argument pouvant être une matrie ? ontradition entre lapage de manuel et les ommentaires de la fontion horner.si)24



2 Exeries d'algèbre ave Silab-->s=%s;-->w=poly(0,'w')//on introduit une autre variablew =w-->fr=1+s+s*sfr = 21 + s + s-->frw=horner(fr,(w+1)/(w-1))frw = 21 + 3w----------21 - 2w + wIl existe une autre instrution permettant de aluler la valeur numérique d'un polyn�meou d'une fration rationnelle : 'est l'instrution freq() qui permet aussi de donner lavaleur d'une expression pour une valeur de la variable ou pour un veteur.-->result=freq(nA,1,[1,.1*%i,3℄)result =! - 53. - 5.401i - 135.!Vous ferez attention en utilisant l'instrution freq() : elle demande d'avoir deuxpolyn�mes (matries de polyn�mes), numérateur puis dénominateur pour ses deuxpremiers arguments d'entrée : 'est pour ela que j'ai mis le salaire 1 (Silab l'aepte),omme deuxième argument. En toute rigueur (pour respeter le type des argumentsd'entrée) je devais érire :result=freq(nA,poly(1,'s',''),[1,.1*%i,3℄).2.3.5 Dé�nition d'un polyn�me par ses oe�ientsDé�nir un polyn�me par ses oe�ients :-->den=poly([1,3 2.5,1℄,'s",'')den = 2 31 + 3s + 2.5s + s-->oe=[1 3 2.5 1℄ ;eprim=oe'eprim =! 1. !! 3. !! 2.5 !! 1. !-->dem=poly(eprim,'s','') 25



2 Exeries d'algèbre ave Silabdem = 2 31 + 3s + 2.5s + sLe troisième argument de l'instrution poly( ) est obligatoire : 'est le aratère'' ou "". A l'avant dernière ommande j'ai séparé deux instrutions par un pointvirgule ; le veteur ligne ne s'a�he pas, seul le veteur olonne eprim obtenu avel'opérateur ', est a�hé (omme préédemment le veteur oe�ient peut être uneligne ou une olonne). Enore quelques instrutions qui mettent en oeuvre des polyn�mes.-->s=poly(0,"s")//ou s=%ss =s-->num=poly([8 5 4 7 3 9 6 2 1 4℄,"s",'")num = 2 3 4 5 6 7 8 98 + 5s + 4s + 7s + 3s + 9s + 6s + 2s + s + 4s-->oe=oeff(num)oe =! 8. 5. 4. 7. 3. 9. 6. 2. 1. 4. !-->long=length(oe)long =10.-->r1=oe(long:-2:1)r1 =! 4. 2. 9. 7. 5. !-->r2=oe(long-1:-2:1)r2 =! 1. 6. 3. 4.!-->r=[r1;r2℄r =! 4. 2. 9. 7. 5. !! 1. 6. 3. 4. 8. !Dans ette session j'ai herhé à faire une table, qui est ii prohe des deux premièreslignes de la table de Routh11, d'un système qui aurait num omme polyn�me aratéristique ;si l'on voulait faire vraiment la table de Routh il faudrait tester les dimensions de r1et de r2 et omplèter le veteur r2 à droite, ave un zéro si néessaire.Quelques ommentaires sur e petit programme. On dé�nit un polyn�me de lavariable s, par ses oe�ients (drapeau '', '" ou "" dans l'instrution num=poly()),puis on reherhe les oe�ients de e polyn�me par l'instrution oe=oeff(num) eten�n on herhe la dimension length() de e veteur oe�ient.En�n on va onstruire une matrie omprenant deux veteurs lignes, r1, r2. Lepremier, par l'instrution oe(long:-2:1), va être onstitué d'un veteur ligne en11Vous verrez ette table lors de l'étude de la stabilité des systèmes : paragraphe 5.1.326



2 Exeries d'algèbre ave Silabprenant les oe�ients de deux en deux depuis le dernier ('est le oe�ient de degréle plus élevé du polyn�me de départ).On pouvait tout aussi bien, sans aluler la longueur du veteur oe�ient, sortir lemême résultat en exéutant les instrutions : r1=oe($:-2:1) et r2=oe($-1:-2:1). Lesigne $ représente le dernier élément du veteur ligne oe. Quant au seond veteur,'est aussi un veteur ligne dont les oe�ients sont eux du polyn�me de départ, prisde deux en deux, depuis l'avant dernier oe�ient. Ave es deux veteurs lignes ononstruit une matrie r.Une autre façon, illustrant les opérations puissane et le produit de deux veteurs,l'un onstitué de polyn�mes, l'autre de salaires, est de faire le programme suivant :-->S=s^(10:-1:0)S =! 10 9 8 7 6 5 4 3 2 !! s s s s s s s s s s 1 !-->a=[0;2 ;5 ;8;9 ;6 ;7;8 ;9 ;1;2℄ ;-->r=S*ar = 2 3 4 5 6 7 8 92 + s + 9s + 8s + 7s + 6s + 9s + 8s + 5s + 2s-->type(r)ans =2.2.3.6 Instrutions relatives aux polyn�mesVoii quelques instrutions relatives à un polyn�me.-->num=6+11*s+6*s^2+s^3num = 2 36 + 11s + 6s + s-->derivat(num)ans = 211 + 12s + 3sCette dernière instrution alule la dérivée par rapport à la variable s, du polyn�meonsidéré : l'instrution dérivée s'applique aussi bien à des polyn�mes qu'à des frationsrationnelles.-->invr(num)ans = 27



2 Exeries d'algèbre ave Silab1----------------2 36 + 11s + 6s + sOn pouvait aussi érire :-->den=1/numden = 1----------------2 36 + 11s + 6s + sDans les instrutions qui vont suivre on herhe à déterminer les fateurs onstituantsle polyn�me : l'instrution fators()renvoie une liste.-->num1=poly([1,2,3,4,5℄,'s','')num1 = 2 3 41 + 2s + 3s + 4s + 5s-->[f1℄=fators(num1)f1 =f1(1) 20.4788911 - 0.2756645s + sf1(2) 20.4176315 + 1.0756645s + sSilab a trouvé deux polyn�mes à raines omplexes onjuguées, polyn�mes onstituantsle polyn�me originel et retourne une liste, mais ne retourne pas le oe�ient de plushaut degré ave ette syntaxe. Nous verrons dans la setion relative aux frationsrationnelles les autres syntaxes de fators().-->[f2℄=polfat(num1)f2 =! 5 !! !! 2 !! 0.4788911 - 0.2756645s + s !! !! 2 !! 0.4176315 + 1.0756645s + s !Dans ette dernière instrution Silab fatorise le polyn�me de départ en trois fateurs :l'un de degré zéro et deux fateurs du seond degré (pare que e polyn�me a deuxouples de raines omplexes onjuguées). Cette instrution donne un veteur olonne,28



2 Exeries d'algèbre ave Silabveteur onstitué de polyn�mes dont le produit des éléments est le polyn�me dedépart.12Vous trouverez une instrution non doumentée, fatorisant un polyn�me, pas unefration rationnelle, en une liste omprenant le oe�ient de degré le plus élevé eten des termes du premier et/ou seond degré, de telle sorte que l'on retrouve lepolyn�me originel en réalisant le produit de tous es fateurs. Cette instrution enomme pfators(), ette fatorisation ressemble à la fatorisation d'Evans13, maisne s'applique qu'à des polyn�mes : voii un exemple.-->num=poly([1 2 8 4 7 3 9℄,'s','');-->[res,g℄=pfators(num)g =9.res =res(1) 20.1528161 + 0.2462539s + sres(2) 20.7599724 + 1.0995144s + sres(3) 20.9567326 - 1.012435s + s-->num1=g*res(1)*res(2)*res(3)num1 = 2 3 4 5 61 + 2s + 8s + 4s + 7s + 3s + 9sJouons ave des instrutions qui onernent deux polyn�mes.-->num=6+11*s+6*s^2+s^3;-->x=ldiv(num1,num,6)x =! 9. !! - 51.!! 214.!! - 773.!! 2598.!! - 8367.!12Ave la dernière version (4.1) de Silab l'argument de retour est un veteur ligne et non plus unveteur olonne :f2 = 2 25 0.4788911 - 0.2756645s + s 0.4176315 + 1.0756645s + s13On verra par la suite une autre fatorisation dite de Bode, fatorisation utile pour l'étude desréponses fréquentielles des systèmes. Cette instrution bodfat fait partie de la bibliothèqueautoelem que je propose ave e doument. 29



2 Exeries d'algèbre ave Silab-->[r,q℄=pdiv(num1,num)q = 2 3- 773 + 214s - 51s +9sr = 24639 + 7221s + 2589sL'instrution ldiv() donne ii les six premiers oe�ients de la division du polyn�menum1 par le polyn�me num. Attention on divise le polyn�me 1+2s+8s2+4s3+7s4+3s5+
9s6 par le polyn�me 6+11s+6s2+s3, division dans le sens des puissane déroissantes.Si es deux polyn�mes sont respetivement le numérateur et dénominateur d'unetransmittane d'un système linéaire ontinu, alors sous ertaines onditions, ettedivision donne les paramètres de Markov du système (voir le programme pmark()orrespondant dans la bibliothèque autoelem).On ne onserve que six oe�ients dans ette division. Le résultat est don :

9s3 − 51s2 + 214s− 773s0 +
2598

s1
− 8367

s2Quant à l'autre type de division, elle nous donne le quotient et le reste de la divisionde num1 par num : 'est la division dans le sens des puissanes roissantes de la variable.2.3.7 Quelques autres fontionsEquation de Bezout : ette équation onerne deux polyn�mes p1 et p2 et retourneun polyn�me thegd, le plus grand ommun diviseur de deux polyn�mes p1(s) et p2(s).De même ette fontion renvoie une matrie (2, 2) U unimodale. Dans e programmeon alule par la même oasion le plus petit ommun multiple lelm de p1(s) et
p2(s) : la fontion lm(p1,p2).-->s=%s;p1=(s+1)*(s+2)^3*(s*s+s+1)p1 = 2 3 4 5 68 + 28s + 46s + 45s + 26s + 8s + s-->p2=(s+2)^2*(s*s+s+1)p2 = 2 3 44 + 8s + 5s + s-->[thegd,U℄=bezout(p1,p2)U =! 5.536E-18 1 !! !! 2 !! 1 - 2.149E-17s - 2 - 3s - s !30



2 Exeries d'algèbre ave Silabthegd = 2 3 44 + 8s + 9s + 5s + s-->U=lean(U)U =0 121 - 2 - 3s - s-->deter=det(U)deter =- 1-->Ragd=roots(thegd)Ragd =! - 0.5 + 0.8660254i!! - 0.5 - 0.8660254i!! - 2. !! - 2. !-->Rap1=roots(p1)Rap1 =! - 0.5 + 0.8660254i!! - 0.5 - 0.8660254i!! - 1. !! - 2. !! - 2. + 1.686E-07i !! - 2. - 1.686E-07i !-->Rap2=roots(p2)Rap2 =! - 0.5 + 0.8660254i!! - 0.5 - 0.8660254i!! - 2. !! - 2. !-->lean([p1,p2℄*U)ans =! 2 3 4 !! 4 + 8s + 9s + 5s + s 0 !-->thelm=p1*U(1,2)thelm = 2 3 4 5 68 + 28s + 46s + 45s + 26s + 8s + s-->lelm=lm([p1,p2℄)//ii on alule le plus petit ommun multiple de p1 et p2lelm = 2 3 4 5 68 + 28s + 46s + 45s + 26s + 8s + s31



2 Exeries d'algèbre ave SilabEn�n une dernière instrution mettant en oeuvre l'algorithme de Leverrier.-->H=[s,s*s+2;1-s,1+s℄H =! 2 !! s 2 + s !! !! 1 - s 1 + s !-->invr(H)ans =! 2 !! 1 + s -2 - s !! ----------- -----------!! 3 3 !! - 2 + 3s + s - 2 + 3s + s !! !! - 1 + s s !! ----------- -----------!! 3 3 !! - 2 + 3s + s - 2 + 3s + s !-->[NU,DE℄=offg(H)DE = 3- 2 + 3s + sNU =! 2 !! 1 + s - 2 - s !! !! - 1 + s s !-->RES=NU/DE;Si H est une matrie de polyn�mes ou de frations rationnelles, la fontion invr(H)alule la matrie inverse de H. Quant à l'instrution offg(H) elle donne le dénominateurommun DE et la matrie NU (numérateur) de la matrie inverse de H.-->detr(H)ans = 3- 2 + 3s + sDe même l'instrution detr(H) donne le polyn�me déterminant de la matrie depolyn�mes ou de rationnels H. 32



2 Exeries d'algèbre ave Silab2.4 La programmation ave Silab14Avant de ontinuer l'étude des frations rationnelles, je préfère introduire quelquesnotions de programmation. Comme tout logiiel sienti�que Silab permet par desinstrutions spéiales de réaliser, en ligne ou à l'aide d'un éditeur de texte (elui deSilab par exemple), des programmes.2.4.1 Les fontions, les marosLes fontions sont des ensembles d'instrutions Silab qui sont exéutées dans unnouvel environnement, isolant ainsi les variables introduites dans ses fontions desvariables des environnements originaux. Les fontions peuvent être réées et exéutéesde di�érentes manières. Par exemple les fontions peuvent passer des arguments, onpeut réaliser dans des fontions des instrutions onditionnelles et des boules, onpeut les appeler réursivement. Les fontions peuvent être des arguments d'autresfontions, elles peuvent être éléments de listes. La façon la plus simple de réer desfontions est d'ouvrir un éditeur de texte, emas ou kedit par exemple, ou alors lesfontions peuvent être réées diretement dans Silab en utilisant la primitive deff ,un exemple :-->deff('[x℄=foo(y)','if y>0 then,x=1;else,x=-1;end')-->foo(5)ans =1.-->foo(-3)ans =- 1.Si l'on rée une fontion à l'aide d'un éditeur de texte, on peut harger ette fontiondans l'environnement Silab par l'instrution :getf('hemindelafontion/nomdelafontion')15 16. Cei peut aussi être fait enliquant sur le bouton File operation de la fenêtre prinipale de Silab. Cette instrutionharge la ou les fontions depuis le �hier nomdelafontion et ompile la ou lesfontions. La première ligne du �hier ontenant le programme doit impérativementommener par l'instrution :funtion [y1,...,yn℄=jojo(x1,...,xk)Ii les arguments yi sont les variables de sorties tandis que les variables d'entrées sontles xi. N'oublier pas de faire un retour hariot17, à la �n de votre �hier, pour que ladernière ligne de programme soit prise en ompte.14Cette setion est une tradution pratiquement mot à mot du doument Silab : Introdution toSilab que vous trouverez sur le site de l'INRIA.15On peut aussi ave l'instrution getd('hemindurépertoire/répertoire') dans une fenêtre Silab,harger et ompiler l'ensemble des maros, �hiers texte ave le su�xe .si, ontenues dans lerépertoire.16Appeler votre programme ave un su�xe .se et une fontion ave le su�xe .si.17Je ne sais pas si ela reste valable ave les dernières versions de Silab : n'oublier don pas de mettrel'instrution endfuntion à la �n de votre maro maintenant.33



2 Exeries d'algèbre ave SilabOn peut depuis la version 2.6, dans la fenêtre prinipale de Silab dé�nir un progammepermettant de réaliser la fontion souhaitée : voii un exemple :-->funtion [u℄=reneau(t,T,T1)-->u=bool2s(T<=t)-bool2s(t>(T+T1));-->endfuntion-->//La fontion est omprise entre funtion et-->//endfuntionCette fontion réalise une fontion réneau et utilise une instrution bool2s() qui seraommentée dans un des paragraphes qui suit.2.4.2 La programmationL'une des plus intéressantes fontionnalités de Silab réside dans la possibilité deréer et d'utiliser des fontions. Cei permet de développer des programmes spéialisésqui peuvent ensuite être mis dans Silab, d'une manière simple et modulaire, à traversl'utilisation de bibliothèques spéialisées (voir Annexe 2). Dans e hapitre nous allonstraiter les sujets suivants.� Les outils de programmation.� La dé�nition et l'utilisation de fontions.� La dé�nition d'opérateurs pour de nouveau type de données.Silab possède un nombre important d'outils de programmation, omprenant les boules,les instrutions onditionnelles, la séletion et la réation de nouveaux environnements.Les tâhes les plus importantes de programmation peuvent être aomplies dans leadre des fontions. Voii les prinipaux outils de programmation.Les opérateurs de omparaisonIl existe six méthodes pour faire la omparaison entre les valeurs d'objets dans Silab.Un tableau dérit es méthodes.Ces opérateurs de omparaison sont utilisés dans les instrutions onditionnelles.aratère signi�ation
== ou = égal à
<= inférieur ou égal à
>= supérieur ou égal à
< inférieur à
> supérieur à

<> ou ∼= pas égal àAssoié à es opérateurs de omparaison on trouve trois opérations sur les booléens :� Opération logique et : & et and() voir le manuel pour la di�érene de syntaxe.� Opération logique ou : | et or() voir le manuel pour la di�érene de syntaxe.� Opération logique non : ~. 34



2 Exeries d'algèbre ave SilabLes boulesDeux types de boules existent dans Silab : la boule for et la boule while.La boule for voit sa progression indexée à un veteur d'indies, elle se termineobligatoirement par la ommande end. Voii quelques exemples :-->x=1;for k=1:3,x=x+k,endx =2.x =4.x =7.La boule for peut s'itérer en utilisant les éléments d'un veteur ou les olonnes d'unematrie.-->x=1;for k=[6,-2,1℄,x=x/k,endx =0.1666667x =- 0.0833333x =- 0.0833333On peut aussi faire itérer la boule for à l'aide des éléments d'une liste.-->l=list(1,[1 2 ;3 4℄,'jojo');-->for k=l,disp(k),end1.! 1. 2 !! 3. 4. !jojoL'instrution disp() a�he (display) les éléments de la liste.Quant à la boule while, elle exéute d'une manière répétitive une séquene d'instrutions,jusqu'au moment où une ondition est satisfaite.-->x=1; while x<9,x=2*x,endx =2.x =4.x =8.x =16.Les boules for et while peuvent être arrêtées par l'instrution break.35



2 Exeries d'algèbre ave Silab-->for k=1:3; for j=1:4;if k+j>4 then break; else disp(k);end;end;end1.1.1.2.2.3.Les instrutions onditionnellesDeux types d'instrutions onditionnelles existent dans Silab : l'instrution if-then-elseet selet-ase. L'instrution if-then-else évalue une expression et si elle est vrai,le programme exéute les instrutions omprises entre l'ordre then et else (ou l'ordreend). Si l'expression est fausse, le programme exéute les instrutions omprises entreelse et l'ordre end. L'ordre else n'est pas obligatoire. Quant à l'ordre elseif il a lesens habituel et est un mot lef reonnu par l'interpréteur. Un exemple :-->x=1x =1.-->if x>0 then y=-x,else,y=x,endy =-1.-->x=-3y =-3.L'instrution onditionnelle selet-ase ompare une expression à plusieurs expressionspossibles et exéute les instrutions qui suivent le premier as qui rend vrai l'expressioninitiale. -->x=1x =1.-->selet x,ase 1,y=2*x,ase -1,y=sqrt(x),endy =2.-->x=-1x =-1y =iIl est possible d'introduire l'ordre else quand auun as n'est vrai.Pour votre gouverne personnelle allez voir dans le répertoire maros de Silabl'ensemble des fontions qui vous intéressent vous en apprendrez plus que dans n'importequel doument sur Silab. 36



2 Exeries d'algèbre ave Silab2.5 Dé�nir une fration rationnelle : quelquespropriétésDans e paragraphe nous allons dérire quelques instrutions relatives aux frationsrationnelles avant d'introduire la notion de système linéaire.2.5.1 Les frations rationnellesUne fration rationnelle, (haque élément d'un veteur de frations, d'une matriede frations rationnelles), est le quotient de deux polyn�mes de la même variablesymbolique, ii, s. C'est une liste18 typée19 (type16).-->s=%s;num=6+11*s+6*s*s+s*s*snum = 2 36 + 11s + 6s + s-->den=poly([-1,-2,3℄,'s')den = 3- 6 - 7s + s-->n1=roots(num)n1 =! - 1.!! - 2.!! - 3.!-->d1=roots(den)d1 =! - 1.!! - 2.!! 3.!-->fr=num/denfr =3 + s-------- 3 + s-->simp_mode(%F)-->fr1=num/denfr1 =18Dans Silab la notion de liste est très importante, ave e type de struture, on peut mélangerdes objets de type di�érent : salaire, matries, polyn�mes, haîne de aratères ... On peut demême dé�nir des opérations ave es strutures (addition, division, onaténation ...). Voir lesinstrutions list, tlist, overloading dans l'aide.19Dans Silab les objets ont un type. C'est un entier prenant les valeurs suivantes : 1, 2, 4, 5, 8, 10,11, 13, 15 (pour une liste), 16 (pour une liste typée), 128 . Voir l'aide ave les instrutions type(x)et typeof(objet). 37



2 Exeries d'algèbre ave Silab2 36 + 11s + 6s + s----------------3- 6 - 7s + sDans et exerie on dé�nit failement une fration rationnelle, mais attention siles deux polyn�mes ont des raines ommunes omme dans l'exemple hoisi, pardéfaut Silab simpli�e la fration rationnelle sauf si vous lui dites par l'instrutionsimp_mode(%F) de ne pas le faire. Pour revenir à la situation antérieure il faut, dansvotre session Silab, introduire l'instrution simp_mode(%T). %F et %T (%f,%t) sontdes variables logiques : (false, true en anglais) eux sont des variables réservées.-->nu=numer(fr1)nu = 2 36 + 11s + 6s + s-->de=denom(fr1)de = 3- 6 - 7s + sCes dernières instrutions se passent de ommentaires.On pouvait aussi extraire le numérateur et le dénominateur de la fration rationnelleen faisant :-->nu1=fr1('num')nu1 = 2 36 + 11s + 6s + s-->de1=fr1('den')de1 = 3- 6 - 7s + sDans e as on fait appel à l'extration du deuxième et troisième élémentde la liste typée fr1 (expliation au paragraphe i-dessous).2.5.2 Matries, veteurs de frations rationnelles vus omme deslistesNous allons voir omment Silab traite les frations rationnelles et omment sontstokées les données relatives à une fration rationnelle.Nous reprenons l'exemple de la fration préédente qui vaut :
fr1 =

6 + 11s+ 6s2 + s3

−6 − 7s+ s338



2 Exeries d'algèbre ave SilabSilab stoke ette fration sous forme d'une liste typée (type16) : voii un exemple desession permettant d'extraire les éléments de ette liste typée tlist .-->typ=type(fr1)typ =16.-->typeof(fr1)ans =rational-->elem1=fr1(1)elem1 =! r num den dt !-->elem12=fr1(1)(2)elem12 =num//j'ai extrait le deuxième élément du veteur elem1-->type(elem12)ans =10.-->type(fr1(1))ans =10.-->elem2=fr1(2)elem2 = 2 36 + 11s + 6s + s-->elem3=fr1(3)elem3 = 3- 6 - 7s + s-->elem4=fr1(4)elem4 =[℄Nous voyons que ette liste omprend quatre éléments : le premier est un veteurhaîne de aratères de dimension quatre où est stokée la lettre r pour rationnel puisla haîne num puis la haîne den et en�n le aratère [℄ (pas de dé�nition pour letemps). Ensuite dans le deuxième et troisième éléments on stoke respetivement lesvrais polyn�mes puis rien. Une autre syntaxe de ette fration pouvait être :fr1=tlist(['r','num','den','dt'℄,num,den,[℄)Il est évident qu'ave e type de struture on peut maintenant dé�nir des opérations :extration, insertion, addition et... Bien entendu les onepteurs du logiiel ont prévuses opérations élémentaires pour des rationnels.Dans l'aide à la rubrique rational (faire dans la fenêtre Silab : apropos rational),vous trouverez un exemple où le numérateur et le dénominateur sont des matries depolyn�mes. 39



2 Exeries d'algèbre ave Silab2.5.3 Quelques fontions utiles pour l'étude des frationsrationnellesVoii une session simple donnant les éléments simples d'une fration rationnelle.-->s=%s;num=poly([-1,-2,-3℄,'s');-->dem=poly([-1.5,-2.5,-3.5℄,'s');-->fr=num/demfr = 2 36 + 11s + 6s + s--------------------------2 313.125 + 17.75s + 7.5s + s-->elementsimp=pfss(fr)elementsimp =elementsimp(1)- 0.9375-------3.5 + selementsimp(2)- 0.1875-------1.5 + selementsimp(3)- 0.375-------2.5 + selementsimp(4)1.Nous voyons, par l'instrution pfss() que Silab propose une liste donnant les élémentssimples d'une fration rationnelle (attention à ette instrution quand le polyn�medénominateur a des raines multiples)20. On trouvera dans l'aide en ligne ou dans lemanuel de référene les di�érentes instrutions traitant des frations rationnelles.Comme je l'ai dit à la setion 2.3.6 la fontion fators() sait traiter les frationsrationnelles (et les systèmes linéaires). Voii un exemple de programme :20E�etivement quand la fration a des p�les multiples ave un ordre de multipliité important (>3)vous pouvez dans ertains as avoir du mal à trouver tous les éléments simples : problème sur lapréision du alul des raines du dénominateur de la fration.40



2 Exeries d'algèbre ave Silab-->s=%s;n=poly([0.2,2,5℄,'s');-->d=poly([0.1,0.3,7℄,'s');-->R=n/dR = 2 3- 2 + 11.4s - 7.2s + s------------------------2 3- 0.21 + 2.83s - 7.4s + s-->[tn,td,g℄=fators(R)g =1.td =td(1)- 0.1 + std(2)- 0.3 + std(3)- 7 + stn =tn(1)- 0.2 + stn(2)- 2 + stn(3)- 5 + s-->[tn1,td1,g1℄=fators(R,'')g1 =1.td1 =td1(1)0.1 + std1(2)0.3 + std1(3)7 + stn1 =tn1(1)0.2 + stn1(2)2 + stn1(3)5 + s 41



2 Exeries d'algèbre ave SilabOn voit apparaître par ette ommande que fators() sort une liste omprenantrespetivement le nombre g rapport des oe�ients de plus haut degré du numérateuret dénominateur, puis des termes du premier et/ou seond degré (as de rainesomplexes onguguées) du numérateur et en�n des termes analogues pour le dénominateur.Ave la présene du drapeau '' dans l'instrution, fators() retourne des termesdu premier et/ou seond degré dont les raines sont dans le demi plan gauhe du planomplexe si à l'origine elles ne l'étaient pas (voir le manuel en ligne). Cette fontionsest utile en automatique, quand on étudie le lieu d'Evans d'un système : on a a�aireà la fatorisation d'Evans.Dans la boîte à outils autoelem que je donne ave e doument je propose unenouvelle fontion nommée bodfat() . Cette fontion est une fontion mathématique,qui fatorise un polyn�me, une fration rationnelle, un système SISO (Single InputSingle Output), sous forme dite de Bode. Elle retourne un veteur onstitué de :� K : le gain statique du système, en position, en vitesse, en aélération, suivantle nombre d'intégrations (de dérivations) que possède le système (le polyn�me,la fration, le système : le nombre de p�les ou zéros à l'origine). C'est le réel
s−Lsl(s) pour s = 0 où sl(s) est la transmittane du système, ou la fration, oule polyn�me.� L : le nombre de dérivations (intégrations si L est négatif) de l'expression, voirremarque préédente.� TN : un veteur olonne omprenant des polyn�mes du premier et/ou seonddegré de la forme 1 + τ1s et/ou 1 + τ2s + τ3s

2 (s étant la variable symbolique) ;de plus on a pour e polyn�me de degré deux, la relation : τ2
2 − 4τ3 < 0 (rainesomplexes onjuguées). Ces polyn�mes aratérisent le numérateur.� TD : un veteur analogue à TN aratérisant le dénominateur.Ce n'est pas à proprement parlé une fontion utile pour étudier les frations rationnellesqui font l'objet de ette étude, mais ette fontion est utile pour la nouvelle fontiondbphifr21 utilisée dans l'étude des réponses fréquentielles des systèmes : ette fontionest prohe de l'instrution pfators. Voii un petit exemple permettant d'illustrerette nouvelle fontion, par la même oasion et par l'instrution :;getd("/home/lpovy/autoelem");je harge dans Silab l'ensemble du répertoire autoelem. Ce hargement n'est utile quedans le as partiulier où vous n'avez pas installé dé�nitivement ette bibliothèque22.-->;getd("/home/lpovy/autoelem");-->num=poly([-1 -3,-1+%i,-1-%i℄,'x')num = 2 3 46 + 14x + 13x + 6x + x-->den=poly([0,0,-3,-7,2+%i,2-%i℄,'x')21Cette fontion remplae les deux fontions phasemag et dbphi, phasemag est boguée pourl'automatiien (déalage de phase de 360� dans ertains as). Même dans ertains as ave laversion 4.1 de Silab !22Vous trouverez dans l'Annexe 2 une façon de mettre dé�nitivement votre bibliothèque de fontionset les pages de manuel en ligne dans Silab. 42



2 Exeries d'algèbre ave Silabden =2 3 4 5 6105x - 34x - 14x + 6x + x-->fr=num/den;-->[k,l,tn,td℄=bodfat(fr)td =! 1 + 0.1428571x !! !! 2 !! 1 - 0.8x + 0.2x !tn =! 1 + x !! !! 2 !! 1 + x + 0.5x !l =-2.k =0.0571429-->fr1=k*poly(0,'x')^l*prod(tn,1)/(prod(td,1);-->fr-fr1ans =0-1Je vais pro�ter de et exemple pour expliiter les instrutions prod(), umprod(),sum(), umsum(). Nous voyons par l'exemple préédent que prod(tn,1) fait le produitdes lignes du veteur olonne tn. On pouvait érire prod(tn,'r') : 'r' pour row.Quant au produit des olonnes d'un veteur ligne on érirait : prod(veteur,2) ouprod(veteur,'') ; il en est de même pour l'instrution sum() qui fait la sommeau lieu du produit. Ces deux instrutions s'appliquent aussi à des veteurs qu'à desmatries.Les instrutions umprod() et umsum() réalisent en plus des opérations umulatives :un exemple extrait de l'aide.-->A=[1,2;3,4℄A =! 1. 2.!! 3. 4.!-->umprod(A)ans =! 1. 6. !! 3. 24.!-->umprod(A,'r') 43



2 Exeries d'algèbre ave Silabans =! 1. 2.!! 3. 8.!-->umprod(A,'')ans =! 1. 2. !! 3. 12.!
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3 Dé�nir un système linéaire : en�nun peu d'automatique3.1 Fontion de transfert, matrie de transfertDans e petit rappel de ours nous expliiterons la notion de fontion ou matrie detransfert isomorphe et donnerons les prinipales aratéristiques et formes que peutprendre ette matrie (fontion) de transfert.3.1.1 Rappel de ours, dé�nition de la fontion de transfertLa modélisation de onnaissane, souvent néessaire a�n de omprendre le omportementdynamique d'un proédé, onduit dans la majorité des as à un modèle liant lesgrandeurs de sorties (onséquenes) aux grandeurs d'entrées (auses), modèle souventreprésenté par un système di�érentiel linéaire ou non (système à onstantes loalisées).Pour trouver e modèle, lors de la desription du proédé, on fait intervenir lesvariables temporelles d'entrée, les variables de sortie et des variables internes auproédé. Cet ensemble de variables sont reliées par des éléments passifs dissipant oustokant de l'énergie, des éléments fournissant de l'énergie omme les ampli�ateurs depuissane, des éléments assurant la mise en forme et le traitement des signaux supportde es variables.La modélisation de onnaissane utilise souvent omme méthodologie le priniped'analogie. En e�et dans les systèmes, on peut lasser les variables en deux atégories :� Les variables d'e�ort : tension életrique, fore ou ouple en méanique, pressionen hydraulique, température dans des proédés thermiques ...� Les variables de �ux : ourant életrique, vitesse linéaire ou angulaire en méanique,débit en hydraulique, entropie en thermique ...Pour aratériser le stokage et la dissipation d'énergie, les lois fondamentales dela physique introduisent des paramètres (des onstantes loalisées) aratérisant esstokages ou transformations d'énergie. Un exemple en életriité est la transformationde l'énergie életrique en haleur à travers une résistane R. De même pour aratériserle stokage d'énergie potentielle on introduit l'élément apaitif aratérisé par leparamètre C, quant au stokage d'énergie inétique 'est le paramètre L (self indutane).Si l'on revient à la modélisation on peut trouver deux lois fondamentales en physique :� La loi des mailles reliant les variables d'e�ort aux variables de �ux (on introduitlà les paramètres ités au dessus).� La loi des noeuds (onservation de la masse ou des débits en méanique des �uide),qui énone qu'en un noeud il n'y a pas génération spontanée de matière.45



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiqueComme es lois, en partiulier la loi des mailles, font intervenir des équations intégro-di�érentielles1, l'ensemble des relations liant les variables d'entrées les variables interneset les variables de sorties seront aussi des équations intégro-di�érentielles. Au sensmathématique, si es équations sont linéaires ou linéarisables autour d'un point defontionnement statique, on pourra par élimination des variables internes trouver, enprenant la transformée de Laplae de es équations, une relation linéaire liant le veteurtransformée de Laplae des grandeurs d'entrée au veteur transformée de Laplae desgrandeurs de sortie : on a ainsi pour noyau de la relation linéaire une matrie detransfert de dimension (m, l) le nombre m est le nombre de variables de sortie et l lenombre de variables d'entrée.
Y (s) = G(s)U(s)ave Y (s) =

[

y1(s) y2(s) ... ym(s)
]t, U(s) =

[

u1(s) u2(s) ... ul(s)
]t et

G(s) = {gij(s)}Le terme gij(s) représente la fontion de transfert élémentaire liant la sortie i à l'entrée j : omme on est en linéaire, le prinipe de superposition s'applique et donpour avoir le terme gij(s) on met les autres entrées à zéro et l'on onsidère que la sortienuméro i.3.1.2 Diverses représentationsSi l'on a un système monovariable (une entrée, une sortie) ou si l'on onsidère la sortie
i liée à l'entrée j d'un système multivariable, le terme gij(s) que l'on notera maintenant
g(s) est la transmittane isomorphe du système onsidéré. Cette transmittane pourun système linéaire lassique2 sera un rapport de deux polyn�mes de la la variableomplexe s, généralement le degré du numérateur de ette transmittane est inférieurou égal au degré du dénominateur (système propre), dans es onditions on peut érire :

g(s) =
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + ...+ a1s+ a0
=
N(s)

D(s)La première idée qui vient à l'esprit pour étudier ette transmittane est de reherherles zéros du polyn�me numérateur N(s) (zéros de la transmittane) et le zéros dupolyn�me dénominateur D(s) (p�les de la transmittane). Bien entendu un autreparamètre, en plus des p�les et zéros, est néessaire pour reonstruire ette transmittane :'est soit g(0) si le système ne possède pas de p�les (ou zéros) nuls ou g(+∞) (s'il existe)ou enore srg(s) pour s = 0 (si le modèle possède r intégrations : r p�les à l'origine).Quand on onnait les p�les on peut failement déomposer ette transmittane enéléments simples et g(s) vaut don :
g(s) =

bn
an

+

r
∑

i=1

ni
∑

k=1

cik
(s− pi)k1C'est ii que des équations aux dérivées non entières ou des équations aux dérivées partielles peuventapparaître.2Sauf pour les systèmes non entiers, pouvant dérire ertains systèmes à modèles représentés par deséquations aux dérivées partielles par exemple (systèmes à onstantes réparties), ou des modèlesoù une dérivée non entière apparaît. 46



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiqueoù bn = 0 sauf si m = n, pi (i ∈ [1, n]) sont les p�les de la transmittane, ni est l'ordrede multipliité du p�le pi. Quant à cik résidu élémentaire relatif au p�le pi il vaut :
cik =

{

1

(ni − k)!

d(ni−k)

ds(ni−k)
[(s− pi)

nig(s)]

}

s=piVous reverrez ave intérêt le ours de mathématique sur la mise sous forme élémentssimples d'une fration rationnelle. Silab réalisant ette opération par l'instrution(voir setion 2.5.3) : elementsimp=pfss(g).Bien entendu à partir de ette mise sous forme éléments simples, on peut trouverfailement l'original de la fration rationnelle et obtenir diverses réponses temporellessuivant le signal (ou plut�t la transformée de Laplae du signal) d'entrée3. Un petitexemple simple pour illustrer ei.Soit un système de transmittane isomorphe
g(s) =

s+ 3

s(s2 + 2s+ 2)(s+ 2)(s+ 1)2Cette transmittane s'érit, ar les p�les valent [ 0 −1 + j −1 − j −2 −1 −1
] :un p�le simple à l'origine et en −2, un p�le double en −1 et deux p�les omplexesonjugués, que je regroupe, en −1 + j et −1 − j.

g(s) =
c1
s

+
c2s+ c3

s2 + 2s+ 2
+

c4
s+ 2

+
c5

(s+ 1)
+

c6
(s+ 1)2Calulons les résidus :

c1 = sg(s) pour s = 0 ; c1 = 3/4
c4 = (s+ 2)g(s) pour s = −2 ; c4 = −1/4
c6 = (s+ 1)2g(s) pour s = −1 ; c6 = −2Il reste à trouver les trois derniers oe�ients. On multiplie g(s) par s et on faittendre la variable s→ +∞ soit :
c1 + c2 + c4 + c5 = 0 ou :
c2 + c5 = −1/2On donne maintenant deux valeurs à s. Par exemple si s = 1 on a :
2c2 + 2c3 + 5c5 = −1/4et par exemple si s = −3 (qui est un zéro pour g(s)) on a :
−24c2 + 8c3 − 20c5 = 35.Par la résolution de e système de trois équations à trois inonnues c2, c3, c5 on al'ensemble des résidus, soit :
c1 = 3/4, c2 = 1/2, c3 = 3/2, c4 = −1/4, c5 = −1, c6 = −2On obtient ainsi pour l'original de g(s) (la réponse impulsionnelle du système)

h(t) =
3

4
+

√
5

2
exp(−t) sin(t+ φ) − 1

4
exp(−2t) − (1 + 2t) exp(−t)

φ = arctan(
1

2
)3On peut failement ave Silab programmer ette méthode des résidus et retrouver l'original d'uneexpression g(s). 47



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiqueVous véri�erez plus tard que par l'instrution pfss(g,100) on obtient la mise sousforme éléments simples. Vous devez donner omme deuxième argument à ette fontionun nombre assez grand sinon vous n'obtenez pas le résultat (à ause du p�le double).On peut en programmant la méthode préédente retrouver l'original (réponse impulsionnelle)d'une fontion de transfert.Représentations d'EvansQuand l'analyse et la synthèse des systèmes asservis sont e�etuées par la méthodedu lieu des p�les ou lieu d'Evans4, on érit la transmittane isomorphe du systèmesous la forme :
g(s) =

ke

sr

sm + (bm−1/bm)sm−1 + ...+ (b0/bm)

sn−r + (an−1/an)sn−r−1 + ...+ (ar/an)
=
ke

sr
ge(s)A ause des intégrations (e qui est souvent le as dans ertains systèmes) on met àpart les p�les à l'origine dans la transmittane : ainsi srg(s) aura une valeur �nie pourle régime permanent (s→ 0, i.e t→ +∞ ).Forme polynomiale d'Evans C'est la forme préédente que l'on nomme forme polyn�mialed'Evans, elle vaut :

g(s) =
N(s)

D(s)
= ke

ge(s)

srave :
ge(s) =

sm + b
′

m−1s
m−1 + ...+ b

′

1s+ b
′

0

sn−r + a
′

n−1s
n−r−1 + ...+ a

′

r+1s+ a′

rPar exemple prenons
g(s) =

s+ 1

4s5 + 3s4 + 2s3 + s2on aura pour la forme polyn�miale d'Evans :
g(s) =

1

4

1

s2
s+ 1

s3 + (3/4)s2 + (1/2)s+ (1/4)Forme fatorisée d'Evans Quant à la forme fatorisée d'Evans elle onsiste à reherherles p�les non nuls (pi) et zéros (zj) de g(s), à mettre de oté les p�les nuls si ils existent,on obtient ainsi :
g(s) =

ke

sr

∏m

j=1(s− zj)
∏n

i=r+1(s− pi)Une remarque importante : le paramètre ke n'a auune signi�ation physique.Cette forme peut être obtenue par Silab ave l'instrution fators(), voii un exerie(ette instrution retourne une liste).4Méthode permettant de faire la synthèse d'un système boulé quand le gain de la haîne d'ationvarie. 48



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatique-->s=%s;-->sl=syslin('',(1+3*s+s*s+4*s^3)/(s+6*s^2+7*s^3+8*s^4));//j'antiipe sur la définition d'un système-->[fnum,fden,gain℄=fators(sl)gain =0.5fden =fden(1)sfden(2)0.2038539 + sfden(3) 20.6131843 + 0.6711461s + sfnum =fnum(1)0.3231486 + sfnum(2) 20.7736379 - 0.0731486s + sDe même ette dernière expression peut être représentée géométriquement dans le planomplexe : voir le ours sur le lieu d'Evans d'un système boulé.Forme fatorisée de BodeQuand on traite l'analyse et la synthèse des systèmes boulés par une méthodefréquentielle on doit à tout prix fatoriser la transmittane isomorphe sous forme deBode. Avant la fatorisation on met l'expression de la transmittane sous la forme :
g(s) =

kb

sr

1 + (b1/b0)s+ (b2/b0)s
2 + ...+ (bm/b0)s

m

1 + (ar+1/ar)s+ (ar+2/ar)s2 + ...+ (an/ar)sn−r
=
kb

sr
gb(s)Puis on fatorise le rationnel gb(s) en le mettant sous la forme :

gb(s) =
(1 + τ1s)(1 + τ2s)...[1 + (2ξm/ωn,m)s+ (1/ω2

n,m)s2]...

(1 + λ1s)(1 + λ2s)...[1 + (2ξn/ωn,n)s+ (1/ω2
n,n)s2]...C'est ette fatorisation que je propose dans la boîte à outil autoelem sous forme dela fontion bodfat(). L'expression de g(s) ainsi donnée met en évidene le nombre

kb gain statique (en position, en vitesse ...) du système, suivant que r prend les valeurs
0, 1... r est le nombre de p�les à l'origine de g(s).De même on voit apparaître au numérateur et dénominateur des onstantes de temps
τi ou λi quand les p�les (ou zéros) sont réels, ainsi que des fateurs du seond degrépour haque paire de p�les (ou zéros) omplexes onjugués : ei orrespond à dessystèmes élémentaires du premier et seond ordre qui seront étudiés dans une setionpartiulière (setion 4.3). Voii la fatorisation de Bode du système préédent.49



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatique-->[k,l,tn,td℄=bodfat(sl)td =! 1 + 4.905474s !! !! 2 !! 1 + 1.094526s + 1.6308312s !tn =! 1 + 3.0945515s !! !! 2 !! 1 - 0.094551s + 1.2925944s !l =- 1.//'est le nombre de 'derivateurs'k =1.P�les, zéros, gain statique, onstantes de temps, amortissement, pulsationnaturelleComme nous venons de le voir, si la transmittane isomorphe est donnée sous laforme :
g(s) =

N(s)

D(s)alors les p�les sont les raines de l'équation D(s) = 0 et les zéros les raines de N(s) =
0. Quant au gain statique (en position, en vitesse ...) 'est la valeur de srg(s) pour
s = 0. C'est le omportement permanent (t→ +∞) du sous système de transmittane
srg(s) : 'est la valeur de kb dans la fatorisation de Bode.Si l'on introduit les onstantes de temps que l'on voit apparaître dans la fatorisationde Bode, pour des zéros et p�les réels on a : τj = − 1

zj
et λi = − 1

pi
. Si les p�les (zéros)sont omplexes, omme ils sont onjugués deux par deux, on peut aluler le oe�ientd'amortissement ξ et la pulsation naturelle ωn à partir de la partie réelle et de la partieimaginaire des deux p�les par les relations :

ξ = − Ri
√

R2
i + I2

i

et ωn =
√

R2
i + I2

iave Ri la partie réelle du p�le et Ii la partie imaginaire de e même p�le pi. Ce alulest aussi valable pour les zéros de la transmittane.3.1.3 La dé�nition ave Silab d'une fontion de transfertLa prinipale ommande permettant de dé�nir des systèmes linéaires, est l'instrutionsyslin() qui permet de dé�nir un système ontinu ou éhantillonné, par des polyn�mes(matries de polyn�mes) numérateur et dénominateur, par une fration rationnelle, oupar un quadruplet [ A B C D
] donnant les équations d'état. Voii une sessionSilab permettant d'illustrer ette instrution ('est une liste typée : type16).50



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiqueStartup exeution :loading initial environment-->s=%s;-->num=poly([0,-1,-2℄,'s')num = 2 32s + 3s + s-->dem=poly([-.5,-1.5,-2.5,-3.5℄,'s')dem = 2 3 46.5625 + 22s + 21.5s + 8s + s-->fr=num/demfr = 2 32s + 3s + s-----------------------------2 3 46.5625 + 22s + 21.5s + 8s + s-->sys=syslin('',fr)sys = 2 32s + 3s + s-----------------------------2 3 46.5625 + 22s + 21.5s + 8s + sCette session met bien en évidene dans l'instrution syslin() que l'on dé�ni unsystème dérit par une transmittane, rapport de deux polyn�mes de la variableomplexe s, que e système est dé�ni en temps ontinu : la présene du drapeau'' dans l'instrution. De la même manière on pourrait ave le drapeau 'd' dé�nirun système disret. Après l'étude de la réponse fréquentielle des systèmes, je dé�niraiun système par ses équations d'état5.Nous allons maintenant voir la struture qui aratérise un système linéaire. Lasyntaxe de ette instrution quand on introduit un système linéaire ontinu (qui peutêtre multivariable) est :sl=syslin('',N,D) ou sl=syslin('',G), où G est une fration rationnelle ou unematrie de rationnels. En fait, omme pour les rationnels un système linéaire estune liste typée et l'on peut, omme pour toute liste, extraire, a�eter, additionner,multiplier, diviser (attention au sens que l'on donne à la division) soit les éléments deette liste, soit deux ou plusieurs listes entre elles.sl=tlist(['r','num','den','dt'℄,N,D,dom) ou5Contrairement à Matlab qui utilise trois instrutions di�érentes (zpk(), ss(), tf()), Silab n'utilisequ'une seule instrution pour dé�nir un système linéaire. Attention syslin() n'aepte pas desretards purs en asade ontrairement à Matlab : on peut ontourner e manque en réant uneliste, voir la setion 10.1.3. 51



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiquesl=tlist(['r','num','den','dt'℄,G(2),G(3),dom).On retrouve la même représentation que dans la dé�nition des frations rationnelles,e qui hange par rapport à elles-i, 'est la présene de la haîne de aratères 'dt'et la présene de la variable dom (valeur du temps).Une remarque très importante : Quand on a dé�ni un polyn�me numérateur num,un polyn�me dénominateur den, on peut dé�nir un système linéaire ontinu, parl'instrution : sl=syslin('',num,den), mais attention, num doit être du même typeque den (type 2), et surtout pas une onstante (type 1) sinon, en utilisant ertainesfontions traitants des systèmes linéaires, on peut générer un bogue en partiulier sil'on veut réupérer la variable à partir de num (ou den)6.En résumé (de la part de l'auteur de e rapport) : utilisez l'instrutionsl=syslin('',num/den) ou si l'un des termes, numérateur et/ou dénominateur estonstant, faites d'abord par exemple, num=0.5*poly(1,'s','') puissl=syslin('',num,den). Un autre exemple est la dé�nition de la transmittane1(s), par l'instrution :sys=syslin('',poly(1,'s',''),poly(1,'s','')). Si on ne souhaite pas simpli�erune fration rationnelle, quand elle possède des p�les et zéros identiques, on fera :sys=syslin('',num,den). On utilisera la même méthode pour dé�nir un rationnel.3.2 Les graphiques dans Silab, réponses temporellesd'un systèmeLes prinipaux graphiques utilisés par Silab permettent de plaer dans le planomplexe les p�les et zéros d'un système, de visualiser les réponses temporelles etfréquentielles, ainsi que d'étudier l'évolution des p�les d'un système boulé quand legain de la haîne d'ation de e système varie (lieu d'Evans).3.2.1 Les graphiques en deux dimensions ave SilabLa suite de la session va nous permettre de voir les graphiques utilisés par Silab,en partiulier d'étudier les instrution plot(), plot2d(), xseteh(), subplot()7...Exemple issu de la Demo de Silab, plot, plot2d8Voii se que vous allez obtenir en frappant l'instrution xtitle() dans une fenêtreSilab (FIG. 3.1, FIG. 3.2) .Startup exeution : loading initial environment6Une orretion possible onsiste à retouher l'instrution syslin (voir setion sur les bogues etimperfetions) ou à remplaer la onstante par onstante=poly(onstante,'s','') si s est lavariable de l'autre polyn�me : ette orretion sera faite, sans doute, dans la prohaine version deSilab, la version 2.7 . C'est fait !7Ave des titres, des légendes, en ouleur et tout et tout.8Depuis la version 2.6 de Silab l'instrution plot2d() a un peu évoluée (voir l'exemple qui suit).De même l'instrution plot2d1() est obsolète : attention au diagramme de Bode.52
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Fig. 3.1: Démo xtitle()-->xtitle()Demo of xtitlex=(1:10)';plot2d(x,x);xtitle(['Titre';'Prinipal'℄,'x','y')Demo of plot2dx=0:0.1:2*%pi,plot2d([x;x ;x℄',[sin(x);sin(2*x);sin(3*x)℄',...[-1,-2,3℄,'151','L1�L2�L3',[0,-2,2*%pi,2℄);Dans ette démonstration, par l'instrution plot2d() on a�he une fenêtre graphiqueontenant la première bissetrie dans un adre ayant les valeurs maximales de l'abisseet ordonnée, ave des graduations entières et des sous graduations. Puis par l'instrutionxtitle([...℄,.,.) on met dans ette fenêtre le Titre en dessous Prinipal puisx sur l'axe des x et y sur l'axe des y : dans ette instrution on a dé�ni un veteurolonne de deux haînes de aratères.Quant à la démonstration sur la ommande plot2d qui suit, vous remarquerez lasyntaxe :plot2d(x,y[,style,strf,leg,ret,nax℄)x,y : deux matries de même taille [nl,n℄ n donne le nombre de ourbes et nl lenombre de points sur haque ourbe.n : le nombre de ourbes.nl : le nombre de points sur haque ourbe par exemple :x=[1:10;1:10℄' ,y=[sin(1:10);os(1:10)℄'53
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3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiquey=3 : même hose que pour y=1, mais produit une éhelle proportionnelle.y=4 : même hose que pour y=2, mais produit une éhelle proportionnelle.y=5 : même hose que pour y=1, mais les bornes et la façon de graduer les axessont di�érentes a�n d'obtenir une meilleure graduation : e mode est utilisé quand lebouton de zoom est ativé.y=6 : même hose que pour y=2, mais les bornes et la façon de graduer les axessont di�érentes a�n d'obtenir une meilleure graduation : e mode est utilisé quand lebouton de zoom est ativé.z : ontr�le l'a�hage des informations relatives au adre entourant le dessin.z=1 : des axes sont traés : le nombre de graduations peut être spéi�é par l'argumentnax : 'est un veteur à quatre entrées,[nx,Nx,ny,Ny℄ nx(ny) représente le nombrede sous-graduations sur l'axe des x(y), Nx(Ny) est le nombre de graduations sur l'axedes x(y).z=2 : le dessin est seulement ontenu dans un adre retangulaire.autre valeur : on ne dessine auun adre autour de la ourbe.Depuis la version 2.6 de Silab une nouvelle syntaxe pour l'instrution plot2d() estapparue :-->plot2d(x,[sin(x) sin(2*x) sin(3*x)℄,..-->[1,2,3℄,leg="L1�L2�L3",nax=[2,10,2,10℄,ret=[0,-2,2*%pi,2℄)Par ette syntaxe on dé�nit des mots lés qui permettent une plus grande lisibilité del'instrution.xseteh() et subplot()La première instrution xseteh() apparaît dans e doument lors de l'exéution denotre premier programme à la setion 2.2. Elle a pour but de réer des sous graphiquesà l'intérieur d'une fenêtre. Un bel exemple d'un graphique spéialisé en automatiqueest le lieu de Bode onstitué de deux sous graphiques : le lieu de Bode de gain et lelieu de Bode de phase. C'est ave ette instrution xseteh(), que les onepteurs deSilab ont réalisé le programme bode.si situé dans le répertoire SCI/maros/xdess.[ffr,bds℄=xgeteh();//magnitudexseteh([0,0,1.0,hx*0.95℄);ret=[mini(frq),mini(d),maxi(frq),maxi(d)℄// just to fix the sales for xgridplot2d1("oln",mini(frq),mini(d),0,"051"," ",ret);//ave la nouveauté de plot2d ette instrution est à revoir// xgrid firstxgrid(4);// now the urvesplot2d1("oln",frq',d',[1:mn℄,"000"," ",ret);//ave la nouveauté de plot2d ette instrution est à revoirif type(dom)==1 then [xx1,xx2℄=xgeteh();val= xx2([2;4℄)'; 55



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiqueplot2d1("oln",max(frq)*[1;1℄,val,5,"000"," ",ret);//idemendxtitle('Magnitude ',' Hz','db');La première instrution xgeteh() donne l'éhelle de la fenêtre graphique ourante(ouvre la fenêtre 0 si auun graphique n'a été traé), ave pour ffr un veteur lignedonnant les oordonnées du point haut gauhe (abisse, ordonnée), puis pour les deuxnombres suivants de e veteur ligne, les proportions (largeur, hauteur) dans lesquellesle graphique est traé. Quant au veteur bds, il donne les dimensions d'un retanglesous forme : xmin, ymin, xmax, ymax, retangle inlus dans bds.La seonde instrution xseteh() va permettre ii de déouper la zone de dessin,peut être toute la fenêtre, en deux zones horizontales dans lesquelles le lieu de Bodegain sera traé, puis en dessous le lieu représentant la phase. De même on traera enouleur une grille en bleu yan, nombre 4 de l'instrution xgrid(4). En�n un titre aupremier sous graphique (ourbe de gain) sera rajouté par l'instrution xtitle().L'instrution subplot() est une version édulorée de xseteh() : elle déoupe lafenêtre graphique ourante en une matrie n,m de lignes et olonnes et dans haquease orrespondante on traera une ourbe ou un grahique 3d. Faites help subplotdans Silab et opier l'exemple.Les ouleursNous avons vu dans la syntaxe de l'instrution plot2d() que l'on pouvait gérer,par des paramètres optionnels, le style du traé, les légendes, la taille du adre, lesgraduations, et. Cette syntaxe devient plus expliite en passant dans la liste d'appel,un mot lé, sous la forme : plot2d(x,y,mot_lé=...). Ainsi, pour spéi�er le style dutraé on peut utiliser la syntaxe : plot2d(x,y,style=3) et alors le traé de la ourbese fera ave la ouleur verte laire. Pour voir le numéro des ouleurs par défaut dansSilab, exéutez dans Silab getolor(). Si le mot lé style est négatif ou nul, alors letraé est en noir sur fond blan (normalement) ave une marque partiulière, pour voirles marques de Silab faites : getlinestyle(), par exemple plot2d(x,y,style=-3)donnera un traé ave une étoile noire.On faut si l'on veut dé�nir un traé de ouleur (ou blan) ave un fond de ouleur(ou noir) dé�nir le ontexte graphique. Ce ontexte est donné par l'instrution xset()dans le as général. Appliqué au problème posé ela donnera les deux instrutions :-->xset('bakground',numéro_de_ouleur);-->xset('foreground',autre_numéro);Voii un exemple.-->xset("bakground",22)-->xset("foreground",10)-->x=linspae(0,8,101);-->plot2d(x,tan(x),style=34)Faites et exerie pour visualiser le résultat.56



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiqueAutres paramètres optionnels de plot2d()10Pour règler le adre du traé, les axes et les graduations on utilise les mots-lés :frameflag ave omme option de frameflag=re. Si frameflag=0 alors on ne traepas de adre, la taille du adre est donnée par le paramètre re. Si l'on veut desgraduations entières ou isométriques, le adre peut être agrandi en donnant à frameflagla valeur 4. Quant aux axes et aux graduations elles peuvent être modi�ées par le mot-lé axesflag assoié à nax par exemple si axesflag=3 on met l'axe vertial à droite.Voii un exemple que vous réaliserez :-->xset("bakground",30)-->xset("foreground",10)-->plot2d([x;x ;x℄',[sin(x);sin(2*x);sin(3*x)℄',style=[34,3,20℄,..axesflag=3)-->legends(['sin(x)';'sin(2x)';'sin(3x)'℄,[34,3,20℄)Si vous hanger la valeur de axesflag vous pouvez avoir une graduation à gauhe, aumilieu, à droite, amusez vous ! En�n une dernière remarque : tant que vous ne fermezpas la fenêtre graphique (bouton file, lose de SilabGraphi0) par exemple, leontexte graphique ne hange pas : pour ne pas le hanger utiliser le bouton file,lear.Conlusion, appliations à l'automatiqueSilab a prévu de nombreux graphiques spéialisés dont voii la liste.� plzr(système). Position dans le plan omplexe des p�les et zéros. Le systèmepeut être multivariable, sous forme matrie de transfert, ou sous forme état.� evans(boule_ouverte,gain). Lieu des p�les ou d'Evans d'un système bouléquand le gain de la haîne d'ation varie.� sgrid(zéta,omegan[,ouleur℄). Exemple : sgrid(0.6,2,7), ou aussi sgrid('new').Ce graphique peut être avantageusement assoié ave la fontion evans(). Ildonne dans le plan omplexe, les ourbes d'iso-amortissement et les ourbes d'iso-pulsation naturelle.� zgrid(). Pour les systèmes éhantillonnés : lignes à amortissement onstant etlignes à pulsation naturelle onstante à l'intérieur du erle de rayon unité du plandes z.� hart(...). L'abaque de Blak.� blak(...). La ourbe de Blak.� bode(...). Les ourbes de Bode de gain et phase.� gainplot(...). La ourbe de Bode de gain seule.� nyquist(...). La ourbe de Nyquist.� m_irle() ou m_irle(gain). Isogains dans le plan de Nyquist (abaque deHall).Dans e doument nous verrons es prinipaux graphiques, de même je propose deslieux fréquentiels adaptés dans la bibliothèque autoelem ontenant des fontions graphiques10Lisez le manuel de plot2d, instrution : apropos plot2d.57
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Fig. 3.3: P�les et zérospouvant traer les lieux fréquentiels des systèmes à retard pur entre autre (voir lesexpliations et exemples dans les pages de manuel).Voii es lieux :� hart(...). L'abaque de blak modi�ée.� bblak(...). La ourbe de Blak (ave retard ou autre).� bbode(...). Les ourbes de Bode (ave retard ou autre).� ggainplot(...). La ourbe de Bode de gain seule (ave retard ou autre).� nnyquist(...). La ourbe de Nyquist (ave retard ou autre).3.2.2 Visualisation des p�les et zéros d'un systèmeLa suite de la session Silab va nous permettre de visualiser les p�les et zéros dusystème préédemment introduit (FIG. 3.3).-->s=%s;-->sys=syslin('',((1+2*s)*(1+3*s))/(s*(s*s+s+1)));-->plzr(sys)Vous remarquerez que ette instrution trae en plus des p�les et zéros un erle derayon unité, erle utile pour l'étude de la stabilité des systèmes éhantillonnés.58



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatique3.2.3 Simulation temporelle : réponses impulsionnelle, indiielle, àtout type de signalLa représentation temporelle d'un système se fait en utilisant la ommande sim().Cette instrution utilise un programme fortran nommé ode, programme omplexepermettant de simuler des équations di�érentielles linéaires ou non, pour les urieuxvous pourrez, dans le manuel en ligne, déouvrir les subtilités de e programme. Poure faire on doit d'abord dé�nir une éhelle de temps et une graduation de e veteurtemps en réant un veteur t ou instants. Quand on réera e veteur ne pas oublierde mettre un ; à la �n de l'instrution, sinon on se retrouve ave une quantité énormede valeurs sur son éran.La simulation d'un système : réponses impulsionnelle, indiielleStartup exeution : loading initial environment-->s=%s;-->n=poly([-1,-2℄,'s');-->d=poly([-.5,-1+%i,-1-%i℄,'s');-->fr=n/d;-->sl=syslin('',fr)sl = 22 + 3s + s-----------------2 31 + 3s + 2.5s + s-->t=0:.05:10;//très important le ;-->h=sim('imp',t,sl);//très important le;-->xbas()//pas forement utile-->plot2d(t',h')Par es ommandes on dé�nit un système linéaire ontinu de transmittane sl,puis une base de temps ave omme origine 0 et omme �n 10 seondes ave un pasd'éhantillonnage de 0,05 seonde ('est le veteur ligne t, vous remarquerez la syntaxe :début:pas:fin). En�n on simule la réponse impulsionnelle (FIG. 3.4), présene dudrapeau 'imp' dans l'instrution sim. Les deux dernières instrutions permettentd'une part d'e�aer la fenêtre graphique, (si la fenêtre par défaut avait déjà été utilisée),puis de traer sans auune légende la ourbe h(t) = fonction(t). On pouvait toutaussi bien, dans la dernière instrution érire : plot(t,h) ar on ne trae qu'un simplegraphique. On peut par l'instrution xtitle rajouter un titre à la �gure : par exempledans la même session nous allons traer la réponse indiielle à l'aide de la fontionplot() et xtitle(�)(FIG. 3.5).-->y1=sim('step',t,sl);-->xbas()//inutile dans ertains as-->plot(t,y1)-->xtitle('reponse indiielle')59
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Fig. 3.4: Réponse impulsionnelleJe voudrais faire ii une remarque sur la réation d'une base de temps néessaire àla simulation de système. Nous avons réé un veteur temps, en partant d'une borneinférieure, en se donnant un pas et ei jusqu'une borne supérieure. Une instrutionspéiale linspae(début,fin,nombre de graduations)peut réaliser aussi une éhellede temps : vous hoisissez une borne inférieure, puis une borne supérieure et en�n unnombre entier de graduations (les bornes sont inluses dans es graduations). Vousobtiendrez ainsi une éhelle linéaire, d'une manière plus préise qu'en utilisant lapremière façon de proéder : il n'y a pas d'erreur umulative. Quant à l'instrutionlogspae(), elle permet de déouper une variable, suivant une éhelle logarithmique.La troisième façon de proéder, onsiste à réer un veteur d'entiers et à diviser haqueélément de e veteur par l'inverse du nombre qui représente la quanti�ation (le pas)demandée :-->t=[0:10000℄./1000;Vous utilisez ii la division élément par élément ./, vous pouviez aussi utiliser ladivision normale ar le diviseur est un salaire.Création par Silab d'un signal d'entrée : simulation d'un système soumis à unsignal quelonqueLe but de ette setion est préparer un programme permettant de générer par Silabun signal d'entrée pour un système donné. Je voudrais ii signaler le doument mis à ladisposition des franophones par le Professeur Bruno Pinçon (Bruno.Pinçon�ien.u-60
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Fig. 3.6: Signal d'entréeL'utilisation de l'instrution bool2s()11 permet de onvertir une matrie de booléensen matries de réels. De même on a utilisé l'opération .* qui représente la multipliationélément par élément pour réaliser la fontion demandée. Vous véri�erez que e programmeest nettement plus rapide que elui fait à partir de boules for : utilisez pour ela lafontion timer(). Cet exemple de programme peut failement être adapté à tout typede signal d'entrée dé�ni par moreaux.Un exemple plus simple de programme Silab manipulant l'instrution sim(). J'airéé une fontion réneau, u(t), valant 1 de l'instant 0 à l'instant t1 puis revenant àzéro que je range dans le �hier texte reneau.si et que je mets dans mon répertoire.funtion [u℄=reneau(t,t1) u=bool2s(t<=t1) endfuntionVoii un programme utilisant e réneau omme signal d'entrée.-->s=%s;-->sl=syslin('',1/(1+s));-->t=linspae(0,10,101);-->t1=.5;-->;getf("/home/lpovy/reneau.si");-->y=sim(reneau,t,sl);-->plot(t,y)La grandeur t1 est le paramètre donnant la durée du réneau. Ne voulant pas le dé�nirdans la fontion, a�n de onserver toute la généralité au problème, je donne ii à t111La fontion bool2s remplae le booléen %f par le salaire 0 et remplae le booléen %t par le salaire1. Ce programme est un bel exemple de vetorisation des aluls.62



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiquedans le programme prinipal (variable globale), la valeur 0.5. On harge la fontionreneau, puis on exéute la simulation par l'instrution sim().Attention : il faut dans sim() donner le nom de la fontion d'entrée, ii reneauet pas le résultat, que j'ai appelé u. En e�et u est de type1 (salaire), tandis quereneau est de type13 (funtion) et sim() aepte pour entrée un argument detype funtion ou list. Voii le même programme en utilisant une liste.-->s=%s;sl=syslin('',1/(1+s));-->t=linspae(0,10,101);-->;getf("/home/lpovy/reneau.si");-->ul=list(reneau,.5)ul =ul(1)[u℄=funtion(t,t1)ul(2)0.5-->y=sim(ul,t,sl);Warning redefining funtion : uu-->plot(t,y)La liste ul est onstituée de deux éléments : la fontion et le paramètre t1.On pouvait aussi faire l'étude de la réponse de e système du premier ordre endé�nissant la fontion d'entrée en ligne de ommande, voii un programme exemple.-->s=%s;sl=syslin('',1/(1+s));-->t=linspae(0,10,101);-->deff('u=reneau(t,t1)','if t<=t1 then,u=1;else,u=0;end')-->t1=.5;-->y=sim(reneau,t,sl);-->plot(t,y)Vous remarquerez, que dans e as l'argument de sortie u est une haîne de aratères,de même que reneau. On ne peut don, traer le signal d'entrée u(t). Un onseil :lisez attentivement le manuel sur la fontion sim. Mon ollègue déjà ité, (PatrikSarri) propose une extension de ette fontion de simulation permettant d'utiliser unveteur u omme entrée, (à une valeur de t, on assoie une omposante du veteur u,t et u ont même dimensions : à t(i), on assoie u(i)12.3.2.4 Introdution des onditions initiales, utilisation de labibliothèque odeLes ondition initialesOn peut aussi introduire failement des onditions initiales ave l'instrution sim(),remplaez y=sim() par les instrutions suivantes (suite du même exerie) en enapsulantle réneau et sa durée dans une liste ul.12Cette nouvelle possibilité a été mise dans la version 2.6 de Silab.63



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatique-->y0=-.3-->y=sim(ul,t,sl,y0);//ou-->y=sim(ul,t,sl,-.4);Je ne reproduis pas ii la réponse : vous réaliserez l'exerie ave Silab.La bibliothèque ode : résolution de systèmes di�érentielsAvant de dérire les outils utiles à la résolution temporelle de systèmes dynamiquesje voudrais signaler une série d'artiles parus dans une revue grand publi LinuxMagazine, artiles érits par les onepteurs de Silab, traitant entre autre de larésolution de systèmes di�érentiels linéaires et non linéaires13. Comme je l'ai signaléau début de ette setion, l'instrution sim() est apable de simuler la réponse d'unsystème à tout type de signal, mais peut en plus donner l'évolution temporelle desdiverses omposantes d'état d'un système linéaire (modèle dérit par un systèmed'équations di�érentielles linéaires du premier ordre à oe�ients onstants) : etteinstrution utilise un des programmes fortran ontenus dans le pakage ODEPACK :sim() fait appel à la fontion ode(), méthode de résolution nommée méthode d'Adams.En explorant le programme sim.si situé dans le répertoire SCI/maros/auto vousverrez la struture du programme.Voii un exemple de programme Silab permettant de simuler et de sortir dansl'espae d'état (plan de phase) la trajetoire d'un système du seond ordre à ommandenulle (u(t) = 0, ∀t ≥ t0), partant d'un veteur d'état initial de valeur x0 =
[

1 1
]t(FIG. 3.7). Attention le veteur d'état n'est pas onstitué dans le as général, de y(t) etde dy(t)

dt
mais d'une ombinaison linéaire de es deux variables et don le veteur d'étatinitial est une ombinaison linéaire des omposantes du veteur onditions initiales.-->s=%s;-->g=syslin('',(1+s)/(1+s+s*s));-->m=500;T=30;-->t=linspae(0,T,m);-->deff('u=input(t)','u=0')-->x0=[1;1℄;-->[rep,x℄=sim(input,t,g,x0);//on sort la réponse et l'évolution du veteur d'état.-->plot2d(x(1,:)',x(2,:)',style=6,axesflag=3)-->xgrid(4)Dans le hapitre relatif aux variables d'état je reviendrais sur le plan de phase pourles systèmes linéaires d'ordre deux.Nous allons a�n de s'initier au programme ode(), refaire l'exerie sur le plan dephase, mais avant je vais faire un petit rappel sur les systèmes d'équations di�érentielles.13Vous trouverez es artiles sur le site de Silab, ou dans la revue Linux Magazine de mai 2000.64
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Fig. 3.7: Plan de phaseSystème d'équations di�érentielles du premier ordre Soit un système d'équationsdi�érentielles du premier ordre (ou une équation di�érentielle d'ordre nmise sous formed'un système d'équations di�érentielles d'ordre 1), ave un veteur onditions initiales
x0.

dx

dt
= f(t, x(t), u(t)) avec x(t0) = x0 et u(t) la commandeIi x(t) est un veteur de Rn, f une fontion de R×Rn → Rn, et x0 ∈ Rn. On supposeral'existene et l'uniité de la solution sur un horizon d'observation [ t0 t1

]

= T . Dansle as de l'étude du système autonome (u(t) = 0, ∀t ≥ t0), on érira le seond membredu système di�érentiel f omme une fontion Silab dans un �hier ou à la ligne deommande dans la fenêtre Silab, ave la syntaxe suivante :funtion f=mafontion(t,x)//ii on ode la fontionendfuntionReprenons la transmittane préédente qui vaut :
g(s) =

1 + s

1 + s+ s2qui orrespond à l'équation di�érentielle suivante :
d2y(t)

dt2
+
dy(t)

dt
+ y(t) = u(t) +

du(t)

dt65



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatiqueLe solveur ode() traitant les systèmes di�érentiels d'ordre 1, on met ette équationsous la forme de deux équations di�érentielles d'ordre 1. Cei peut être fait en utilisantl'instrution Silab : ssg=tf2ss(g) et on obtient ainsi le système di�érentiel (solutionnon unique, voir ours sur les équations d'état d'un système) :
dx1(t)

dt
= −0, 5x1(t) − x2(t) − 2u(t)

dx2(t)

dt
= 0, 75x1(t) − 0, 5x2(t) + u(t)ave :
y(t) = −0, 5x1(t)Une autre mise en équation, donnant pour la première omposante du veteur d'étatla valeur de la sortie y(t) peut être :

dx∗1(t)

dt
= x∗2(t) + u(t)

dx∗2(t)

dt
= −x∗1(t) − x∗2(t)ave :
y(t) = x∗1(t)équations plus simples à simuler et plus lisibles (forme ompagnon observable). C'estette forme que l'on simulera ave le solveur ode(). A�n de omparer ave l'exeriepréédent, seul le régime autonome (u(t) = 0, ∀t ≥ 0) sera envisagé : voii la programmationSilab (FIG. 3.8).-->funtion [f℄=mafont(t,x)-->f(1)=x(2)-->f(2)=-x(1)-x(2)-->endfuntion-->//on trae le hamp de veteurs-->z=linspae(-1.5,1.2,10);-->fhamp(mafont,0,z,z)-->//on résoud le système-->x0=[1;1℄;//ondition initiale-->t=linspae(0,50,501);-->[x℄=ode(x0,0,t,mafont);-->plot2d(x(1,:)',x(2,:)',9,'000')Nous allons, en nous inspirant ('est plus que de l'inspiration !)14 du doument duProfesseur Bruno Pinçon ité à la setion 3.2.3.2, faire une petite animation permettantde visualiser les trajetoires de phase à partir de diverses onditions initiales. Voii unprogramme que je nomme odeanim.se que je stoke dans mon répertoire :14Voir aussi la revue Linux Magazine de mai 2000, que j'ai déjà ité.66
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−1.5 −1.1 −0.7 −0.3 0.1 0.5 0.9 1.3
−1.5

−1.1

−0.7

−0.3

0.1

0.5

0.9

1.3
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3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatique
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Fig. 3.9: Plan de phase animé//si bouton droit alors on arrête l'animation.breakendendxlik() renvoie un veteur ligne de trois informations : le numéro de bouton desouris hoisi, absisse et ordonnée du point du graphique ourant hoisi. Pour exéutere programme, faire dans une fenêtre Silab (FIG. 3.9) :-->;exe("/home/lpovy/odeanim.se");Si maintenant vous souhaitez simuler des équations non linéaires ave le programmeode(), vous n'aurez qu'à hanger dans le programme préédent mafont par tafont,le adre pour le traé des lignes de hamp, les ouleurs et éventuellement le hoix desboutons de la souris : exemple l'équation de Van der Pol :
d2y(t)

dt2
− a(1 − y2(t))

dy(t)

dt
+ y(t) = 0Vous reformulerez ette équation en un système di�érentiel et vous obtiendrez lafontion :funtion [f℄=vander(t,x,a);f(1)=x(2);f(2)=-x(1)+a*(1-x(1)*x(1))*x(2);68



3 Dé�nir un système linéaire : en�n un peu d'automatique//ii on met a en paramètreendfuntionComme on a mis un paramètre a dans la fontion, on va réer une liste et appelerode() de la manière suivante :x=ode(x0,t0,t,list(vander,a))//dans le programme prinipal a aura une valeurDernière remarque : les trajetoires de phase dans les deux programmes ne seressemblent pas, la mise en équations n'est pas la même ar les variables d'état sontdi�érentes. Si on voulait omparer les deux méthodes (ave sim() et ode()), il fautdé�nir le système diretement dans le premier programme par es équations d'état.De même on peut ave l'instrution param3d() donner, dans un système d'axes 3d,la trajetoire.xet('window',1)x=ode([1;2℄,0,t,mafont);param3d(x(1,:),x(2,:),t,leg="x1�x2�t",flag=[1,4℄,ebox=[0,3,0,3,0,10℄)Système d'équations di�érentielles d'ordre supérieur à un On onsidère le systèmeméanique dérit par la �gure (FIG. 3.10) :Soit une poulie de rayon r et de moment d'inertie I = Mr
2

2 par rapport à l'axe derotation 0z (perpendiulaire à la �gure), sur laquelle s'enroule un able inextensibledont une des extrémités est liée au sol par l'intermédiaire d'un ressort de raideur ket dont l'autre extrémité est reliée à une masse m par l'intermédiaire d'un ressortidentique au premier. On admettra que les frottements sont négligeables. Si θ et xreprésentent respetivement la rotation de la poulie et le déplaement de la massem parrapport à la position d'équilibre du à la pesanteur, on a les deux équations di�érentiellessuivantes, que l'on obtient par exemple à partir des équations de Lagrange : où F (t)représente la fore instantanée que l'on applique à la masse en mouvement m.A�n d'étudier es deux équations di�érentielles du seond ordre ouplées on peutposer :
x1 = x , x2 = dx

dt
, x3 = θ , x4 = dθ

dt
et l'on obtient le système di�érentiel :
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système que l'on pourra failement intégrer à l'aide de de l'outil ode().
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4 Représentation fréquentielle4.1 Rappels sur la réponse fréquentielle : alul deette réponseCette partie de l'exposé a pour but d'étudier la réponse permanente d'un systèmesoumis à une entrée sinusoïdale de fréquene variable.Attention : Silab emploi omme argument la fréquene, alors que les automatiienspréfèrent généralement utiliser omme argument la pulsation.Je rappelle que la réponse fréquentielle d'un système (veteur de systèmes, arSilab sait traiter les réponses fréquentielles d'un veteur système), revient à alulerle nombre omplexe g(jω) transmittane isohrone, si g(s) est le modèle transmittaneisomorphe du sytème. Dans Silab omme l'argument n'est pas la pulsation mais lafréquene, le nombre qui sera alulé est : g(j2πf) ; f représente le veteur (ou lamatrie) fréquene. Ce nombre peut être représenté par la fration :
g(j2πf) =

N(j2πf)

D(j2πf)oùN(s) etD(s) sont respetivement le polyn�me numérateur (degré m) et le polyn�medénominateur (degré n) de la transmittane isomorphe. Cette relation peut aussis'érire
g(j2πf) =

N(j2πf)

D(j2πf)

D(−j2πf)

D(−j2πf)dans es onditions on peut voir que ette quantité se transforme en sa onjuguéequand on hange f en −f . Plus généralement omme g(s) est un rapport de deuxpolyn�mes de la variable s on a : g(s⋆) = g⋆(s). Cei interviendra dans l'étude du lieude Nyquist omplet.Nous allons dans les exeries qui vont suivre présenter les prinipales instrutionspermettant l'étude de la réponse fréquentielle d'un système ; dans le paragraphe suivantje ferai un petit rappel sur les systèmes à déphasage minimaux et non minimaux, ainsiqu'un rappel sur la relation de Bayard-Bode. La première instrution intéressante estl'instrution freq()1.Startup exeution : loading initial environment-->x=poly(0,'x')1Cette instrution est une instrution mathématique et a déjà été vue dans un paragraphe préédent(setion 2.3.3). 71



4 Représentation fréquentiellex =x-->fra=(x+1)/(x^3+x^2+x+2)fra =1 + x-------------2 32 + x + x + x-->rep=freq(fra('num'),fra('den'),[1,2,3,5,10℄)rep =! 0.4 0.1875 0.0975610 0.0382166 0.0098921!Cette instrution freq() a pour but de aluler pour di�érentes valeurs de la variable(ii x), les valeurs de la fration rationnelle fra. Faites attention ette ommande estvalable pour une fration rationnelle ou un quadruplet (A,B,C,D), modèle d'état d'unsystème et dans e as l'instrution alule la valeur du salaire C*inv(x(k)*eye-A)*B+Dou x(k) est la kième valeur du veteur argument.Un autre exemple, dans la même session Silab, pour illustrer ette instrution :-->rep=freq(fra('num'),fra('den'),[%i,2*%i,3,5,10*%i℄)rep =olumn 1 to 4! 1. + i - 0.35 + 0.05i 0.0975610 0.0382166!olumn 5! - 0.0101020 + 0.0000101i!J'ai ii panahé, des arguments réels et omplexes, on a don un veteur ligne desrésultats qui sont réels et omplexes.-->rep=freq(fra('num'),fra('den'),[1:5℄)rep =! 0.4 0.1875 0.0975610 0.0581395 0.0382166!Vous remarquerez que ette instrution ressemble à l'instrution horner()mais utiliseun veteur omme donnée d'entrée (horner() aussi �nalement). Cette instrutions'applique à une fration rationnelle qui ne représente pas forément un système linéaireet est semble t'il plus performante que l'instrution horner().Passons maintenant aux instrutions spéi�ques à l'étude des systèmes. Une instrutiontrès importante pour l'étude de la réponse fréquentielle d'un système est l'instrutionrepfreq()2, elle s'applique aux systèmes linéaires ontinus ou éhantillonnés, avemodèle veteur de transfert (système SIMO : Single Input, Multiple Output), ou unmodèle d'état : quadruplet [ A B C D
].-->A=diag([-1,-2℄);B=[1;1℄;C=[1,1℄;//On définit un modèle d'état pour le système.-->Sys=syslin('',A,B,C)2Vous trouverez dans ma bibliothèque autoelem une instrution rrpfreq() semblable à repfreq(),mais pouvant traiter les réponses fréquentielles des systèmes à retard pur ou autre.72



4 Représentation fréquentielle-->f=0:0.2:1;-->[frq1,rep℄ =repfreq(Sys,f)rep =olumn 1 to 3! 1.5 0.7462050 - 0.7124703i 0.3305398 - 0.5871213i!olumn 4 to 5! 0.1755529 - 0.4548199i 0.1064100 - 0.3631223i!olumn 6! 0.0707044 - 0.2997358i!frq1 =! 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. !Nous voyons dans et exemple que l'instrution repfreq() renvoie deux veteurslignes, un veteur fréquene ii frq1 et un veteur omplexe rep donnant les valeursréelles et imaginaires du nombre omplexe Sys(j2πf). Le veteur frq1 est égal auveteur f sauf pour des valeurs de fréquene donnant des disontinuités dans la (les)réponse(s). De même dans ette instrution on peut simplement donner les deuxextrémités du veteur fréquene, Silab ave l'instrution alfreq() appelée par repfreq()e hargeant de aluler d'une manière optimale ( ?) le veteur fréquene (on peut aussia�her les disontinuités). Voir le manuel de repfreq() et alfreq().Pro�tons de et exerie pour déterminer la fontion de transfert d'un système àpartir des équations d'état (attention à la simpli�ation de p�les par des zéros).-->A=diag([-1,-2,-3℄);B=[1;1;1℄ ;C=[1,0,0℄;-->sys=syslin('',A,B,C);-->gp=ss2tf(sys)//passage d'une représentation d'état à la fontion de transfertgp =1-----1 + s-->simp_mode(%F)-->gp=ss2tf(sys)gp = 26 + 5s + s----------------2 36 + 11s + 6s + s-->sys1=tf2ss(gp)Cet exemple illustre le passage d'une représentation d'état à la fontion de transfertdu système (instrution ss2tf(), par défaut la variable omplexe hoisie est pour unsystème ontinu s). Le système possède deux zéros : s = −3, s = −2 et trois p�les :
s = −1, s = −2, s = −3 et Silab par défaut simpli�e l'expression sauf si on lui imposela non simpli�ation : présene de l'instrution simp_mode(%F). L'opération inverse,73



4 Représentation fréquentiellepassage de la fontion de transfert aux équations d'état, se fait par l'instrution :tf2ss(gp).Revenons à la réponse fréquentielle d'un système.De même on peut obtenir par l'instrution dbphi() à partir du veteur omplexerep (voir avant dernier exerie), le module en déibels et l'argument en degrés de eveteur.-->[db,phi℄=dbphi(rep)phi =olumn 1 to 5! 0. - 80.956939 - 85.440135 - 86.963211 - 87.721475!olumn 6! - 88.176834!db =olumn 1 to 5! 0. - 16.072235 - 22.011613 - 25.518228 - 28.011667!olumn 6! - 29.947396!Le malheur ave l'instrution dbphi(), 'est que l'on perd le veteur fréquene et etteinstrution faisant appel à l'instrution phasemag() qui est boguée, peut donner pourla phase un déalage de phase de −360◦ ou +360◦, suivant les versions de Silab etsuivant l'exemple traité.Note au 20.03.2000 : les instrutions préédentes (dbphi(), phasemag()) peuventêtre avantageusement remplaées par une seule instrution nommée dbphifr() ; jedonnerai e nouveau programme en annexe ave la boîte à outils autoelem.4.2 Les divers lieux4.2.1 Représentation de NyquistLa représentation de Nyquist est une ourbe donnant en absisse la partie réelle de
g(jω) et en ordonnée la partie imaginaire de g(jω). Attention Silab n'utilise pas lavariable ω mais la fréquene à savoir f pour graduer le lieu de Nyquist.-->xbas()-->s=%s;-->sys=syslin('',(s^2+2*.9*10*s+10^2)/(s^2+2*.3*10.1*s+10.1^2));-->nnyquist(sys,.01,100,'2_ordresur2_ordre')Pour plus de renseignements sur le lieu de Nyquist faites appel au manuel : etteinstrution ne pose auun problème partiulier. Dans l'exemple (FIG. 4.1) j'ai utiliséla nouvelle fontion nnyquist() du répertoire autoelem, ei n'est pas néessaire pourle lieu de Nyquist (sauf pour les systèmes à retard pur).74



4 Représentation fréquentielle
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4 Représentation fréquentielle
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Fig. 4.3: Deux systèmes presque identiques ave bode
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4 Représentation fréquentielle4.2.3 Représentation de BlakLa représentation de Blak permet de synthétiser sur un même graphe les ourbesde gain et phase. En absisse on dé�nit le déphasage ϕ en degrés et en ordonnées legain g en déibels du système. Voii une session Silab permettant de mettre en oeuvrel'instrution bblak()(FIG. 4.5). La même remarque s'applique ave le ouple bodebbode et blak bblak.-->sys=syslin('',1/(s^2+s+1));-->xbas()//peut être inutile-->bblak(sys,.01,100,'2_ordre')Vous remarquerez, que la ommande bblak() a�he en plus de la ourbe demandée,le lieu iso-gain 2,3db, valeur utile pour la synthèse d'un système ainsi que les axes
0 db, −180◦.4.2.4 L'abaque de BlakL'abaque de Blak est onstitué d'un ensemble de deux réseaux de ourbes orthogonales,lieux des points en boule fermée, où le gain est onstant (valeur a�hée sur une ourbede gain) et où la phase est onstante.-->s=%s;-->fr=(2+3*s+s*s)/(1+3*s+2.5*s*s+s^3);-->sl=syslin('',fr)sl = 22 + 3s + s------------------2 31 + 3s + 2.5s + s-->xbas()-->bblak(sl,.01,100)-->hart([-6,-2,-.5,1,3,6,9,12,20℄,[-5,-50℄,list(1,0,2,3))La représentation graphique est donné à la �gure qui suit (FIG. 4.6) :La première instrution graphique, xbas() va ouvrir une fenêtre graphique vide (equi n'est pas obligatoire, ar l'instrution qui suit à savoir bblak() ouvre automatiquementune fenêtre), puis va demander à Silab de traer dans ette fenêtre le lieu de Blak dusystème préédemment dé�ni et en�n à plaer sur e lieu de Blak l'abaque de Blak.Attention sur la �gure de e doument je n'ai reproduit qu'une partie du lieu, pour efaire j'ai utilisé le bouton zoom de la fenêtre graphique.En�n même si j'antiipe un peu, voii quelques instrutions qui peuvent être utilespour déterminer quelques aratéristiques de systèmes boulés : on étudiera ela plusprofondément au hapitre onernant la synthèse des systèmes.78
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4 Représentation fréquentielle4.2.5 Les aratéristiques d'un système à partir des lieux-->sl=syslin('',fr)/ssl = 22 + 3s + s-----------------2 3 4s + 3s + 2.5s + s-->[mg,f1℄=g_margin(sl)f1 =0.4090484mg =14.271982-->[mp,f2℄=p_margin(sl)f2 =0.1849030mp =- 151.64778On voit bien dans l'avant dernier exemple hoisi, que la marge de gain (g_margin())est in�nie, e qui est logique étant donné que la phase reste omprise entre 0 et
−π ; j'ai don rajouté un intégrateur au système linéaire préédent en multipliantl'anien système linéaire par le rationnel 1

s
et obtenu, sans le redé�nir, un nouveausystème linéaire ontinu. On voit don apparaître la marge de gain (mg) et la fréqueneorrespondante (f2).Quant à l'instrution p_margin(), elle donne le veteur phase du système à unepulsation (fréquene) pour laquelle le gain vaut 1 (fréquene de oupure à 0db) : vousferez attention que ette instrution peut vous renvoyer un veteur (olonne attention !)à plusieurs omposantes (s'il y a plusieurs fréquenes à donner un gain de 1). De mêmee n'est pas la dé�nition habituelle du mot marge de phase : vous pouvez obtenir lamarge de phase en faisant :-->mp=180*ones(mp)-abs(mp)mp =28.352224En�n une dernière instrution freson() permet de déterminer la (ou les) fréquenespour lesquelle le gain est maximal (résonane). Cette instrution renvoit un veteurolonne alors que partout dans le logiiel la fréquene est donnée sous forme veteurligne. De même attention si vous avez une indétermination pour la fréquene nulle (aumoins un p�le et un zéro non simpli�é à l'origine) freson() vous renvoit une erreur.La solution ?-->fres=freson(sl)!--error 9999infinite gain at zero frequeny81



4 Représentation fréquentielleat line 8 of funtion freson alled by :fres=freson(sl)Le résultat obtenu est normal ar le système possède un intégrateur don a un gainin�ni à la fréquene zéro. Réalisons maintenant un système boulé à retour unitaireave sl(s) omme haîne d'ation :-->sb=sl/(1+sl)sb = 22 + 3s + s----------------------2 3 42 + 4s + 4s + 2.5s + s-->fres=freson(sb)fres =0.1958009Le système boulé est failement réalisé n'est e pas. Utilisons la nouvelle fontiondbphifr()4 a�n de déterminer le fateur de résonane en boule fermé (valeur D).-->[D,P,FR℄=dbphifr(sb,freson(sb))FR =0.1958009P =- 88.931411D =6.39270014.2.6 Rappel de ours, diagrammes asymptotiques de Bode :systèmes à déphasage minimaux et non minimauxAprès de nombreuses années d'enseignement, je me suis aperçu que beauoup d'étudiantsn'avaient pas assimilé la relation de Bayard-Bode, relation liant la ourbe de gain à laourbe de phase pour des systèmes à déphasage minimaux. Nous allons don présenterles prinipaux résultats et dé�nir la notion de système à déphasage minimal.Systèmes à déphasage minimauxOn dira qu'un système est à déphasage minimal s'il ne possède ni p�le ni zéro dansle demi plan droit du plan omplexe : système stable ne possédant pas de zéro dans ledemi plan droit. Dans es onditions il existe une relation liant la ourbe de phase à laourbe de gain. Cette relation dite de Bayard-Bode est donnée par l'équation suivante :
ϕ(ω) =

2ω

π

∫ +∞

−∞

lnA(α) − lnA(ω)

α2 − ω2
dα4Cette instrution renvoie trois veteurs, D le veteur gain en db, P le veteur phase en degrés etretourne le veteur fréquene (qui est une entrée pour la fontion).82



4 Représentation fréquentielleDans ette relation, ϕ représente le déphasage en fontion de la pulsation et A estle gain en fontion de ette même pulsation (A = |g(jω)| ou g(s) est la transmittaneisohrone du système onsidéré).Si l'on onstruit un diagramme en ayant fatorisé (fatorisation de Bode) le systèmeave un terme onstant (gain statique, en position, en vitesse ... suivant le as), ave unterme dérivateur ou intégrateur pur muni du bon exposant, ave des termes du premieret/ou seond degré pour le numérateur et le dénominateur de la forme : (1 + τ1s) et/ ou (1 + τ2s + τ3s
2) (s étant la variable symbolique, ave (τ2

2 − 4τ3) < 0 et τ3 > 0),en ayant pour haun de es termes traé des diagrammes réduits aux asymptotes(omportement aux basses et hautes fréquenes des systèmes élémentaires), en ayantsommé algébriquement es diagrammes, il existe alors pour les systèmes à déphasagesminimaux, une relation simple liant la ourbe de phase asymptotique à la ourbe degain asymptotique. Cette relation se résume en une phrase : à une pente de x fois 20 dbpar déade pour la ourbe de gain orrespond un déphasage de x fois +90◦.Il est bien évident que le logiiel de simulation devra respeter ette relation, pasde saut intempestif, pas de déalages de 360◦ dans un sens ou un autre, étant donnéque par onvention en automatique on onsidère qu'un gain seul k, sans onstante detemps, positif, est représenté en Bode par la droite 20 log(k) et par la droite 0◦. Pourun gain négatif, la ourbe de Bode est 20 log(|k|) et −180◦, et non +180◦ (voir aussile diagramme de Blak et position du point −1 pris par onvention à 0 db et −180◦).Systèmes à déphasage non minimaux, omment s'en sortir ?D'abord il faut respeter la fatorisation de Bode omme dans le as préédent. Ona don des valeurs de τ1 et/ou de τ2 qui peuvent être négatives dans les expressions
(1+ τ1s) et/ou (1+ τ2s+ τ3s

2). En multipliant le numérateur et le dénominateur de latransmittane par les termes (1 − τ1s) ou par des termes de la forme (1− τ2s+ τ3s
2),e qui ne hange rien pour la réponse fréquentielle, on mettra ainsi en évidene dansla transmittane un déphaseur pur. Un exemple mathématique élaire le raisonnementsoit :

g(s) =
1 − s+ s2

s(1 + s)on peut érire ette expression sous la forme :
g(s) =

1 − s+ s2

s(1 + s)

1 + s+ s2

1 + s+ s2soit enore :
g(s) =

1 − s+ s2

1 + s+ s2
1 + s+ s2

s(1 + s)nous voyons apparaître pour le premier terme de la transmittane un déphaseur pur ;quant au seond terme, il est à déphasage minimal. Le raisonnement que j'ai tenupour deux zéros situés dans le demi plan droit s'applique aussi à deux p�les, la seuledi�érene onerne la stabilité du système.83



4 Représentation fréquentielleRemarque : je ne parlerais pas dans e hapitre des systèmes à retard pur qui nesont pas des systèmes à déphasage minimaux et dont le modèle mathématique n'estpas une fration rationnelle.4.3 Etude de systèmes simplesComme lors de la synthèse d'un système boulé on ompare souvent e systèmeboulé à un système du premier ou du seond ordre, il est don intéressant maintenantde donner les réponses temporelles et fréquentielles de es systèmes élémentaires.4.3.1 Le premier ordreLe p�leUn seul p�le aratérise un système du premier ordre il est noté : p1. La transmittaneisohrone a pour équation :
g(s) =

kb

1 + τs
=

ke

s− p1
avec τ = − 1

p1
et kb = −ke

p1
≥ 0Je donne ii les deux formulations elle de Bode et elle d'Evans : τ est la onstantede temps (supposée positive, système stable), p1 le p�le, kb le gain statique.Les réponses impulsionnelle, indiielleLa ondition initiale étant nulle, l'instant initial aussi, les réponses impulsionnelleet indiielle valent respetivement :

h(t) =
kb

τ
exp(− t

τ
) et y1(t) = kb(1 − exp(− t

τ
))Le gain statique kb est la réponse indiielle permanente et pour t = τ la réponse y1(t)vaut 63% de la réponse �nale. En�n pour t = 3τ ette même réponse vaut 95% dela réponse permanente (temps de réponse à 5%). Vous pourrez ave Silab traer, enprenant τ = 1, e qui revient à prendre pour abisse non pas t mais t

τ
, les réponsesorrespondantes (FIG. 4.7).La réponse fréquentielleQuant à la réponse fréquentielle (le lieu de Nyquist est un demi erle), on a pourle gain en db et la phase en degrés :

gdb = 20 log(kb) − 10 log(1 + τ2ω2)

ϕ = − arctan(τω)Pour la pulsation de assure ω = 1
τ
l'atténuation par rapport au gain statiqueest de 3db et le déphasage orrespondant est de −45◦. Si on herhe le diagramme84



4 Représentation fréquentielle
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4 Représentation fréquentielleasymptotique de Bode, il est onstitué pour la ourbe de gain des deux droites 20 log(kb)et 20 log(kb) − 20 log τ − 20 logω qui se oupent au point [ω = 1
τ
, 20 log(kb)], pour laourbe asymptotique de phase on a les deux horizontales 0◦ et −90◦.4.3.2 Le seond ordreLes p�lesOn a l'habitude de mettre un système du seond ordre sous la forme anoniquesuivante :

g(s) =
kb

1 + 2ξ s
ωn

+ s2

ω2
nAve omme paramètres du système : kb le gain statique, ωn la pulsation naturelle et

ξ le oe�ient d'amortissement. Suivant la valeur de ξ on peut avoir des p�les réels(ξ ≥ 1) qui valent : p1,2 = −ξωn±ωn

√

ξ2 − 1 ou des p�les omplexes onjugués (ξ ≤ 1)qui dans e as valent : p1,2 = −ξωn± jωn

√

1 − ξ2 (FIG. 4.8). Dans le as où es deuxp�les sont réels (ξ ≥ 1), la transmittane est le produit de deux transmittanes dupremier ordre et on e ramène au as préédent.Les réponses impulsionnelle, indiielleLes ondition initiales étant nulles, l'instant initial aussi, les réponses impulsionnelleet indiielle valent respetivement (FIG. 4.9, FIG. 4.10) :
h(t) = kb

ω2
n

ωp

exp(−ξωnt) sin(ωpt) avec ωp = ωn

√

1 − ξ2

y1(t) = kb[1 − ωn

ωp

exp(−ξωnt) sin(ωpt+ θ)] avec θ = arccos(ξ)On appelle la pulsation ωp la pulsation propre qui vaut la valeur absolue de la partieimaginaire des p�les, ωp = |I(p1,2)|. Quant au fateur de l'exponentielle, 'est la partieréelle des p�les −ξωn = R(p1,2) : es formules sont valables pour ξ ≤ 1.Si ξ ≥ 1, on peut remplaer dans es formules le sin() par sinh() et ωn

√

1 − ξ2 par
ωn

√

ξ2 − 1.Voii le programme donnant les p�les, et les réponses impulsionnelle et indiielled'un ensemble de systèmes du seond ordre pour ξ =
[

0, 2 0, 3 0, 4 0, 6 0, 8
].De même on résume dans un tableau les prinipales propriétés onernant la réponseindiielle d'un seond ordre osillatoire.//p�les et zéross=%s;g=syslin('',1/(s*s+s+1));plzr(g)//réation des seond ordreden=(s*s+1)*ones(5,1)+2*s*[.2;.3;.4;.6 ;.8℄;fr=poly(1,'s','')*ones(5,1)./den;g=syslin('',fr); 86



4 Représentation fréquentielle
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4 Représentation fréquentielle
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4 Représentation fréquentielleCaratéristiques ValeursTemps de montée tm = 1

ωn

√
1−ξ2

(π − arccos ξ)Temps de pi tpic = π

ωn

√
1−ξ2Pseudo-période, période propre Tp = 2π

ωn

√
1−ξ2Pseudo-pulsation, pulsation propre ωp = ωn

√

1 − ξ2Dépassement D% = 100 exp(−π ξ√
1−ξ2

)Rapport de 2 maximas suessifs D1

D2

= exp(2π ξ√
1−ξ2

)Temps de réponse à n%, souvent n=±5 tr n% ≈ 1
ωnξ

ln(100
n

)Temps de réponse à 5% tr 5% ≈ 3
ωnξNombre d'osillations omplètes n ≈ Q = 1

2ξLa réponse fréquentielleNous reprenons l'exerie préédent et traçons les lieux de Bode (omplet), de Bode(gain) (FIG. 4.11) et de Blak (FIG. 4.12) par les instrutions :-->om=['z=.2';'z=.3';'z=.4';'z=.6';'z=.8'℄;-->bbode(g,.01,1,om)-->xset('window',1)-->ggainplot(g,.01,1,om)-->xset('window',2)-->bblak(g,.01,1,om)Comme nous l'avons fait pour la réponse indiielle nous allons donner sous forme detableau, les prinipaux résultats relatifs aux réponses fréquentielles.Caratéristiques ValeursPulsation de résonane ωr = ωn

√

1 − 2ξ2Pulsation de oupure à 0db ωco =ωr

√
2Fateur de résonane Q = 1

2ξ
√

1−ξ2Pulsation de oupure à−6db ω−6 =Relation temps-fréquene ωcotr 5% ≈ πEn posant u = ω
ωn

on peut exprimer pour un système du seond ordre dont le gainstatique est égal à 1, dont la pulsation naturelle vaut ωn et le oe�ient d'amortissement
ξ, le gain omplexe

g(ju) =
1

1 − u2 + 2jξue qui donne pour le gain et la phase
|g(ju)| =

1
√

(1 − u2)2 + 4ξ2u2
et ϕ = − arctan(2ξ

u

1 − u2
)90
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4 Représentation fréquentielle
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4 Représentation fréquentielleou enore pour le gain en déibels
gdb = −10 log[(1 − u2)2 + 4ξ2u2]Sur la �gure préédente (FIG. 4.13) j'ai mis en abisse le logarithme déimal de u = ω

ωnet non la fréquene.

94



5 Etude de la stabilité d'un système,marges de stabilité5.1 Etude de la stabilité5.1.1 Rappels sur la stabilité des systèmesPour un système à modèle linéaire, la stabilité est la propriété selon laquelle esystème éarté de sa position d'équilibre par une solliitation extérieure (entrée ouperturbation), revient à ette position d'équilibre quand la solliitation a essé. L'étudede la stabilité se fait don sur la base du régime transitoire ou du régime libre.Pour tout système boulé ou non, la stabilité est une ondition impérative,'est l'existene même du système qui est en jeu. Comme je le fais en ours à partirdu théorème de onvolution, on introduit la E.B.S.B stabilité : B.I.B.O stability pourles anglosaxons, entrée bornée, sortie bornée. La onséquene sur un système à modèlelinéaire est la suivante :Un système sera dit stable au sens strit s'il ne possèdepas de p�le dans le demi plan droit du plan omplexe. Cei revient à direque pour un modèle d'état, la matrie d'état, notée généralement A aura toutesses valeurs propres dans e même demi plan. Cei revient à dire aussi quesa réponse impulsionnelle sera déroissante en fontion du temps. Quant aux systèmesqui possèdent des p�les simples en nombre �ni sur l'axe imaginaire pur, ou un p�leunique à l'origine, on dira que es systèmes sont stables au sens large (déplaementd'un ou plusieurs p�les du demi plan gauhe au demi plan droit par variation d'unparamètre du modèle).5.1.2 Calul des p�les d'un systèmeSi le modèle a tous ses paramètres onstants et onnus, la stabilité d'un systèmerevient à herher les valeurs des raines d'une équation (ou de plusieurs) de degré n.Cei revient aussi (ave un hoix de modèle d'état), à reherher les valeurs propresde la matrie d'état A. Numériquement 'est exatement le même problème et elapeut être fait ave Silab par les instrutions roots() ou spe() ave les problèmesde préision que ela omporte dans le as de p�les multiples.5.1.3 Critère de Routh-HurwitzHistoriquement e problème de stabilité a été résolu par essentiellement deux mathématiiens(après 1850) Hurwitz (1895) et Routh (1877). Ces deux mathématiiens ont donné desritères très semblables, ritères qui mettent en oeuvre les oe�ients d'un équation95



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilitéde degré n. A e sujet, es travaux viennent de l'étude de la régulation de la vitessedes mahines à vapeur par l'utilisation du régulateur de Watt (1788), on lira l'artilehttp://fr.wikipedia.org/wiki/James_WattDé�nition du ritère de Routh-HurwitzC'est un ritère algébrique permettant de aluler le nombre de raines à partiesréelles positives (modèle instable) du polyn�me aratéristique du modèle entrée-sortiedu système. Ce polyn�me noté D(s) est de degré n.
D(s) = ans

n + an−1s
n−1 + ...+ a1s+ a0Deux onditions doivent être tout d'abord véri�ées :1. Tous les oe�ients de D(s) doivent exister.2. Tous les oe�ients de D(s) doivent être de même signe.3. Si es deux onditions sont véri�ées, alors on onstruit la table de Routh :ligne 1 a1,1 = an a1,2 = an−2 a1,3 = an−4 a1,4 = an−6 ... ...ligne 2 a2,1 = an−1 a2,2 = an−3 a2,3 = an−5 a2,4 = an−7 ... ...ligne 3 a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 ... ...ligne 4 a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 ... ...ligne 5 ... ... ... ... ... ...Les valeurs de la première olonne du tableau sont appelés les pivots, 'est leoe�ient ai,1 et le oe�ient ai,j vaut :

ai,j =
ai−1,1ai−2,j+1 − ai−2,1ai−1,j+1

ai−1,1La table de Routh assoiée au polyn�me D(s) d'ordre n omporte n+1 lignes, et laondition de stabilité s'énone : il y a autant de p�les instables pour le systèmeque de hangements de signe dans la première olonne de la table de Routh.Dans le as partiulier où un pivot est nul ou le tableau a une ligne de zéros, alors :1. Si dans le alul des éléments du tableau de Routh l'un des pivots est nul, lesautres oe�ients de la ligne étant tous non nuls, alors il existe au moins uneraine de D(s) dans le demi plan droit.2. Si tous les oe�ients de la ligne orrespondante sont nuls, il existe un oudes ouples de raines à partie réelle nulle, (le système est théoriquement unosillateur osillant à une pulsation dont la valeur est la valeur absolue de lapartie imaginaire de es deux raines).Malgré ela on peut ontinuer à onstruire le tableau en remplaçant e zéro par unnombre ε très petit quelonque (sauf dans le as où tous les termes sont nuls), et l'onfera tendre e petit nombre vers zéro.Remarque : On peut failement dans le partiulier où une ligne est nulle déterminerles raines imaginaires pures du polyn�me aratéristique : en prenant la ligne qui la96



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilitépréède, on forme un polyn�me en α2 dont les oe�ients ordonnés dans le sens despuissanes déroissantes sont les oe�ients de ette ligne et on résoud ette équation.L'étude algébrique de la stabilité des systèmes peut être faite par Silab en utilisantles deux instrutions routh_t() et kpure(), voii deux exemples :-->s=%s;den=poly([-1,6,-4,3,1+%i,1-%i℄,'s')den = 2 3 4 5 6144 - 36s - 82s + 92s - 13s - 6s + s-->routh_t(den)ans =! 1. -13 -82. 144.!! -6. 92. -36. 0. !! 2.3333333 -88. 144. 0. !! -134.28571 334.28571 0. 0. !! -82.191489 144. 0. 0. !! 99.016309. 0. 0. 0. !! 144. 0. 0. 0. !Dans e as, vous travaillez ave un polyn�me sensé être le polyn�me aratéristiqued'un système linéaire (boulé ou non). Dans et exerie on a quatre hangements designe dans la première olonne du tableau de Routh, on a quatre raines à partiesréelles positives : [ 6 3 1 + j 1 − j
].-->sl=syslin('',.5/den);-->table=routh_t(denom(sl));Dans e ontexte la table de Routh ne se justi�e pas, en e�et, omme on onnait ledénominateur de la fontion de transfert du système, on peut don par l'instrutionroots() trouver diretement les raines de e polyn�me.Nous allons faire deux exeries qui permettent de aluler les raines imaginairespures dans le as où le système est à la limite de la stabilité.-->den=s^4+4*s^3+7*s^2+16*s+12den = 2 3 412 + 16s + 7s + 4s + s-->tab=routh_t(den)tab =! 1. 7. 12.!! 4. 16. 0. !! 3. 12. 0. !! 8.882E-16 0. 0. !! 12. 0. 0. !-->tab=lean(tab)tab = 97



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité! 1. 7. 12.!! 4. 16. 0. !! 3. 12. 0. !! 0. 0. 0. !! 12. 0. 0. !La ligne quatre possède un pivot très petit, les autres oe�ients de ette ligne sontnuls. Silab a remplaé e pivot par un nombre très petit et ontinue le alul :par l'instrution lean() on obtient la vrai table. On peut maintenant onstruirele polyn�me donnant les raines imaginaires (il su�t de former le polyn�me en α2dont les oe�ients dans le sens des puissanes déroissantes sont les termes de laligne au dessus du pivot nul) ; e polyn�me vaut :
P (α2) = 3α2 + 12soit en résolvant P (α2) = 0 on a : α = ±2j. Le système osille à la pulsation de

ω = 2rd/s. De plus dans le tableau de Routh il n'y a pas de hangement de signe : lesautres p�les sont stables. Véri�ons ei.-->poles=lean(roots(den))poles =! - 1.!! 2.i!! -2.i!! -3. !Le deuxième exerie est plus un as d'éole ar il s'applique à un système qui est detoute façon instable : tous les oe�ients ne sont pas de même signe.-->s=%s;-->den=s^6-5*s^5+11*s^4-25*s^3+34*s^2-20*s+24den = 2 3 4 5 624 - 20s + 34s - 25s + 11s - 5s + s-->table=routh_t(den)table =! 1. 11. 34. 24.!! -5. -25. -20. 0. !! 6. 30. 24. 0. !! 1.110E-15 8.882E-16 0. 0. !! 25.2 24. 0. 0. !! -1.692E-16 0. 0. 0. !! 24. 0. 0. 0. !-->tab=lean(table)tab = 98



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité! 1. 11. 34. 24.!! -5. -25. -20. 0. !! 6. 30. 24. 0. !! 0. 0. 0. 0. !! 25.2 24. 0. 0. !! 0. 0. 0. 0. !! 24. 0. 0. 0. !Véri�ons es résultats en alulant les raines de e polyn�me.-->poles=lean(roots(den))poles =! i !! -i!! 2.i!! -2.i!! 2. !! 3. !Il y a deux hangements de signe dans la première olonne du tableau de Routh,don deux p�les instables. De plus e polyn�me possède des raines imaginaires puresvéri�ant l'équation, ligne trois du tableau :
P (α2) = 6α4 + 30α2 + 24 = 0soit α1 = 2j , α2 = −2j, α3 = j, α4 = −j .Critère de Routh-Hurwitz et les systèmes boulésDans le as d'un système boulé, 'est autre hose, ar dans le as d'un boulageave un gain k, l'instrution routh_t(sl,k) donne la table formelle, voii un exemple :-->s=%s;num=poly([5,1℄,'s','');-->den=poly([0,-2,-3,-3℄,'s');-->sl=syslin('',num/den)sl = 5 + s-----------------2 3 418s + 21s + 8s + s-->k=poly(0,'k');//on definit la variable k-->table=routh_t(sl,k)table =! 1 21 5k !! 8 18 + k 0 !99



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité! 150 - k 40k 0 !! 2 !! 2700 - 188k - k 0 0 !! 2 3 !! 108000k - 7520k - 40k 0 0 !-->[KL,PL℄=kpure1(sl)//préférer kpure11PL =! 1.9813434i!! - 1.9813434i!KL =13.405773Dans et exemple nous dé�nissons un système boulé à retour unitaire, dont la haîned'ation est onstituée de la mise en asade d'un ampli�ateur de gain k positif etdu système linéaire de transmittane sl : Silab onstruit la table de Routh formelle(table dépendant du gain k).De même l'instrution kpure() donne s'ils existent, les valeurs limites de k ii KL,et les valeurs des p�les (imaginaires purs onjugués) PL du système boulé pour ettevaleur limite de k.Vous verrez à titre de omplément, par l'instrution evans(), le traé du lieudes p�les du système boulé. Dans l'instrution evans() on donne omme argumentd'entrée la transmittane de la boule ouverte (sans le gain), Silab se hargeant deonstruire le système boulé, ave un gain k dans la haîne d'ation, on reviendra entemps utile sur ette instrution.5.1.4 La stabilité d'un système boulé par le ritère deNyquist-CauhyLe but de e ritère est de donner la stabilité d'un système boulé à partir dela onnaissane de la boule ouverte seulement : 'est un ritère géométrique.Rappel du ritère de Nyquist-CauhyAvant de rappeler le lemme de Cauhy qui permet de démontrer le ritère de Nyquist-Cauhy, je voudrais dé�nir dans quelles onditions e ritère peut s'appliquer.Traé de fontions omplexes d'une variable omplexe Un exemple évident de etraé est le lieu de Nyquist d'un système. En e�et le modèle d'un proédé est souvent unrapport de deux polyn�mes de la variable omplexe s : pour traer le lieu de Nyquist onremplae ette variable par le omplexe pur jω et on trae une ourbe en oordonnéesparamétriques Real(g(jω)) = fonction1(ω) et Imag(g(jω)) = fonction2(ω) et eipour ω ∈
[

0 +∞
[. Il est évident que l'on peut très bien à l'aide du logiiel Silab1kpure1() est une maros ontenue dans le répertoire que je fournis autoelem, kpure1() onsidèreque le gain limite est positif ou négatif, mais pas nul.100



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité
Pseudo lieu de Nyquist

g(s) = −−−−
1+s 4

)1+10s 3s= r*exp(−−−π

−1 1 3 5 7 9 11 13
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Fig. 5.1: Pseudo lieu de Nyquistfaire le traé d'une ourbe en paramétrique : voii un exemple de � pseudo-lieu � deNyquist (FIG. 5.1). On se donne un système de transmittane :
g(s) =

1 + 10s

1 + set on désire traer les transformés des points du plan omplexe situés sur la quatrièmebissetrie, es points ont pour a�xes w = r exp(3jπ
4 ) ave r ∈

[

0 5
]. Le lieude Nyquist étant les transformés des points ayant pour a�xes w = r exp( jπ

2 ) ave
r ∈

[

0 +∞
[.-->s=%s;g=syslin('',(1+10*s)/(1+s));-->r=linspae(0,5,501);-->w=r*exp(%i*3*%pi/4);-->z=horner(g,w);//ou mieux z=freq(g('num'),g('den'),w);-->x=real(z);y=imag(z);-->plot2d(x(:)',y(:)',style=5,axesflag=3)-->xgrid(4)Une autre façon de proéder est d'utiliser la nouvelle utilisation de Nyquist (Bode,Blak) du répertoire autoelem.-->s=%s;-->uns=syslin('',poly(1,'s',''),poly(1,'s',''));101



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité-->g1=uns;//le système de transmittane 1(s)-->g2=syslin('',(1+10*s)/(1+s));-->;getf("/home/lpovy/LYX/pseudonyq.si");-->G=list([g1;g2℄,list(pseudonyq,0))Commentaire : Au gain et à la phase de g1(s) (ii 0 db et 0�) on rajoute le gain et laphase de la fontion pseudonyq.si, au gain et à la phase de g2(s) de transmittane
g2(s) = 1+10s

1+s
on rajoute le gain et la phase donné par le retard pur de valeur T = 0(idiot n'est e pas) : en e�et j'ai onstruit es nouvelles fontions pour étudier enpartiulier, les systèmes à retards purs.G =G(1)! 1 !! - !! 1 !! !! 1 + 10s!! -------!! 1 + s !G(2)G(2)(1)[db1,ph1℄=funtion(fr)G(2)(2)0.-->nnyquist(G,.001,10,['pseudo nyquist';'nyquist'℄)Warning :redefining funtion : TiVoii la fontion permettant de traer le pseudo lieu de Nyquist (FIG. 5.2) :funtion[db1,ph1℄=pseudonyq(fr)w=2*%pi*fr*exp(%i*%pi*3/4)//'est ii que l'on défini la trajetoire du point M.//du plan omplexe snum=1+10*wden=1+wdb1=-(20/log(10))*(log(abs(den))-log(abs(num)))ph1=-(180/%pi)*(atan(imag(den),real(den))-atan(imag(num),real(num)))endfuntionVous allez me dire que le programme est plus ompliqué, mais je peux omparer unlieu de Nyquist à un pseudo lieu : je reviendrais sur ette extension.Fontions analytiques, ontours, transformations onformes En mathématique ondit qu'une fontion omplexe F (s) est analytique dans un domaine, si en tout point Pd'a�xe s0 de e domaine du plan omplexe (s), la dérivée dF

ds
|s=s0

= lims→s0

F (s)−F (s0)
s−s0existe et est unique. 102
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5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilitéLes fontions de transfert des sytèmes physiques onsidérés ii sont analytiques dansle plan omplexe, sauf aux p�les de es fontions de transfert. De même on admettraomme onnu dans le plan omplexe la notion de ontours fermés sans point double.De même on doit, en�n d'utilisé orretement le lemme de Cauhy qui va suivre,introduire la notion de transformation onforme. On dit qu'une transformation F (s)de la variable omplexe est une transformation onforme si :� A un point d'a�xe s1 du domaine onsidéré orrespond un et un seul pointtransformé d'a�xe F (s1).� La transformation est analytique sauf en un nombre �ni de singularités.� Le ontour hoisi doit éviter es singularités.� A un ontour fermé du plan de la variable s orrespond un ontour fermé du plantransformé.� Une transformation onforme onserve les angles des tangentes aux intersetionsde deux ourbes.Lemme de Cauhy On peut énoner le lemme de Cauhy, vu en mathématiques, dela manière suivante :Hypothèses : On se donne une transformation onforme F (s) de la variable omplexe
s (don analytique) et on se donne un ontour C fermé sans point double englobantun domaine du plan omplexe s, domaine D ontenant P p�les et Z zéros de latransformation F (s).Lemme : Quand un point M parourt le ontour C dans le sens des aiguilles d'unemontre, alors le point transformé M ′ par la transformation F (s) fait un nombre detours N autour de l'origine (du plan transformé), dans le sens inverse des aiguillesd'une montre, égal à :

N = P − ZC'est e lemme qui peut être utilisé pour étudier la stabilité d'un système boulé.Appliation à la stabilité d'un système boulé, ritère de Nyquist-Cauhy. Leproblème que l'on se pose est l'étude de la stabilité d'un système boulé dont latransmittane de la haîne d'ation est G(s), elle de la haîne de retour H(s). Latransmittane de la boule vaut don :
W (s) =

G(s)

1 +G(s)H(s)La stabilité de la boule dépend don des p�les de W (s) qui sont les zéros de 1 +
G(s)H(s). Mais les zéros dangereux instables, sont d'après la théorie de la stabilité,eux situés dans le demi plan droit du plan omplexe.On va don utilisé le lemme de Cauhy dans le sens Z = P −N en se donnant :� Un domaine du plan omplexe où les p�les deW (s) ne doivent pas être situés.Ce domaine ontiendra don tous les points situés dans le demi plan droit du planomplexe et sera entouré par un ontour Cex fermé sans point double.104



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité
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Fig. 5.3: Contour d'exlusion� On traera normalement les transformés des points de Cex par la transformation
1+G(s)H(s), qui est la transformation G(s)H(s) translatée de l'entier 1. Commeon ne souhaite pas faire ette translation, on omptera le nombre N de toursautour de −1.� On omptera le nombre P de p�les de 1+G(s)H(s) qui sont les p�les de G(s)H(s)ontenus dans le domaine entouré par Cex et on appliquera la relation Z = P −Npour avoir le nombre de p�les instables de W (s).Contour d'exlusion Cex et transformé de e ontour Pour englober l'ensemble dudemi plan droit du plan omplexe on l'entoure par la droite des nombres imaginairespurs (axe vertial), en prenant soin de ontourner les singularités de G(s)H(s) (par ladroite ou la gauhe) si elles sont sur et axe : présene d'un intégrateur ou de paire(s)de p�les imaginaires purs onjugués sur l'axe vertial et on ferme le ontour par undemi erle de rayon in�ni (FIG. 5.3).Quant au transformé par la transformation onformeG(s)H(s) du ontour d'exlusionainsi hoisi, il va être onstitué de :1. Du lieu de Nyquist de la boule ouverte G(s)H(s), points transformés de l'axeimaginaire positif .2. Du symétrique par rapport à l'axe réel du lieu de Nyquist de la boule ouverte105



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité
G(s)H(s), en e�et e lieu est le transformé de l'axe imaginaire négatif et quand onhange j en −j dans la transmittane isohrone, on obtient le nombre omplexeonjugué et ei quelque soit la fréquene (pare que G(s)H(s) est un rapportde deux polyn�mes).3. Du transformé du grand demi erle à l'in�ni qui est un point à distane �nie(si le degré du numérateur de G(s)H(s) est égal au degré du dénominateur),ou l'origine (si le degré du numérateur de G(s)H(s) est inférieur au degré dudénominateur).4. En�n on herhe les transformés des demi erles entourant les singularités de
G(s)H(s) situés sur l'axe imaginaire pur.5. Puis on ompte le nombre de tours que fait le point transformé autour de −1 etappliquons la relation Z = P −N . Un exemple expliite ei.Exemple Nous allons prendre un exemple de boule ouverte possédant une singularitéà l'origine. Soit

Gk(s) =
k

s(1 + s)(1 + s
3 )

k est le gain d'un ampli�ateur et est supposé positif. Les trois p�les de la bouleouverte sont p1 = 0, p2 = −1, p3 = −3. Comme il y a une singularité sur l'axevertial on ontourne soit à droite (demi erle rouge), soit à gauhe (demi erle vert)e p�le à l'origine. Dans le premier as P = 0 (pas de p�les de la boule ouverte dansle domaine d'exlusion), dans le seond as P = 1, puis on réalise les opérations (FIG.5.4) :1. traé du lieu de Nyquist de la boule ouverte.2. traé du symétrique par rapport à l'axe réel de e lieu.3. traé de la fermeture, deux as sont à envisager :� le ontournement de l'origine se faisait par la droite, alors les points transformésde e demi erle de rayon in�niment petit, sont sur un demi erle de rayonin�niment grand, pour démontrer ela posons s = r exp(jϕ) et reherhons l'équivalentpar Gk(s) de e demi erle : Gk(r exp(jϕ)) ≈ k
r

exp(−jϕ) qui est un demi erlede rayon k
r
in�niment grand (ϕ varie de π), on a deux points de e demi erle, lespoints à l'in�ni sur le lieu de Nyquist et son symétrique, reherhons un troisièmepoint : en prenant le transformé du point A (ϕ = 0), on obtient le point At, lafermeture se fait par la droite.� si au ontraire le ontournement de l'origine se fait par la gauhe, le transformédu petit demi erle est enore un demi erle et en reherhant le transforméde B (ϕ = π) on obtient le point Bt et la fermeture se fait par la gauhe.Il nous reste à ompter le nombre de tours (N) que fait le point transformé autour de

−1 et à appliquer Z = P −N .Terminons l'exemple proposé, on voit que le lieu de Nyquist dépend du paramètre
k et qu'en hangeant e paramètre on e�etue une homothétie du lieu.106
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Fig. 5.4: Stabilité, exemple� En prenant le premier ontour d'exlusion, si la longueur OC est inférieure à 1alors le point transformé ne tourne pas autour de −1 don N = 0, omme P = 0on a don Z = 0 − 0 = 0 ; la boule fermée est stable.� Si l'on prend le deuxième ontour d'exlusion on a ii P = 1 et l'on voit que
N = 1, (en respetant les deux sens de rotation) don Z = 1 − 1 = 0 on retrouvele même résultat.On montrerait failement que si la longueur OC est supérieure à 1 alors ave le premierontour on a : Z = 0 − (−2) = 2 : la boule fermée est instable.Ave le deuxième ontour on a Z = 1 − (−1) = 2 en e�et ii P = 1.Le ritère du reversLe ritère du revers, utilisé dans 90% des as est une version simpli�ée du ritère deNyquist-Cauhy et ne s'applique qu'aux systèmes boulés dont la boule ouverteest stable et à déphasage minimum (dans ertains ouvrages on dit que le systèmeboulé est régulier), en prenant omme ontour d'exlusion un ontour n'englobantpas les p�les éventuels de l'axe imaginaire du plan omplexe.Son énoné est le suivant :Pour un système stable en boule ouverte, il sera stable en boule fermée, sien parourant le lieu de Nyquist dans le sens des fréquenes roissantes on laisse lepoint −1 à gauhe. Quand on raisonne ave le lieu de Blak de la boule ouverte,on remplae le mot gauhe par droite. 107



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité5.2 Les marges de stabilité d'un système bouléNous avons déja introduit à la setion 3.3.2 la notion de marge de phase et demarge de gain. Ces deux notions sont issues de la stabilité des systèmes boulés enutilisant le ritère de stabilité de Nyquist-Cauhy, je reviendrai sur es notions dansl'étude de la synthèse des systèmes boulés par la méthode fréquentielle. En fait hi�rerla marge de stabilité d'un système boulé revient à hi�rer une distane qui sépareun lieu fréquentiel de la boule ouverte (Nyquist ou Blak) du point −1.5.2.1 Marge de stabilité absolueOn peut failement ave Silab introduire la notion demarge de stabilité absolueen utilisant l'instrution horner().Si G(s) est la transmittane isomorphe de la haîne d'ation d'un système boulédont la haîne de retour a pour transmittane H(s), alors la transmittane du systèmeboulé vaut :
W (s) =

G(s)

1 +G(s)H(s)
=
N(s)

D(s). Si nous appliquons le ritère de Routh-Hurwitz non pas au polyn�me D(s) mais aupolyn�me Dα(s) = D(s− α), ave α > 0, alors la ondition : les raines de Dα(s) = 0dans le demi plan gauhe, impliquera que les raines de D(s) = 0 sont situées àgauhe de la droite d'absisse −α. Si l'on peut trouver une valeur de α > 0 satisfaisantette ondition, alors ette valeur maximale pour α sera appelée marge absolue destabilité et est notée ma.L'appliation du ritère de Routh-Hurwitz au polyn�me Dα(s) implique que touteraine de ette équation est à gauhe de la vertiale −α dans le plan omplexe, etalors toute onséquene de perturbation appliquée à l'instant t0 aura une déroissaneaussi rapide qu'une exponentielle de la forme exp(−α(t − t0)). Voii un exemple deprogramme Silab.On donne un système boulé à retour unitaire de transmittane de haîne d'ation
G(s) =

1

s(1 + s)(1 + s
3 )En mettant en asade ave G(s) un ampli�ateur de gain k positif on obtient unsystème boulé stable si k ≤ 4. En prenant k = 2, on obtient pour marge de stabilitéabsolue ma = 0, 1855394, qui orrespond aux p�les les plus à droite du plan omplexe,voii le programme :-->s=%s;g=syslin('',1/(s*(1+s)*(1+s/3)));-->[kl,pl℄=kpure1(g)pl =! 1.7320508i!! - 1.7320508i! 108



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilitékl =4.-->//ii on prend k=kl/2-->k=kl/2-->//la boule fermée-->w=k*g/(1+k*g);-->rw=roots(w('den'))rw =! - 0.1855394 + 1.2723832i!! - 0.1855394 - 1.2723832i!! - 3.6289211 !-->rmax=abs(max(real(rw)))rmax =0.1855394 //marge de stabilité absolueCe système boulé de transmittane
W (s) =

2G(s)

1 + 2G(s)
=

6

6 + 3s+ 4s2 + s3a deux p�les dominants omplexes onjugués p1,2 = −0, 1855394 ± 1, 2723832j, lavaleur absolue du maximum de la partie réelle des p�les est bien ma.On peut maintenant envisager le problème inverse, à savoir par exemple trouverle gain k pour que le ou les p�les les plus à droite soient situés sur une vertiale donnée.Reprenons le même exemple et on herhe k pour que les p�les dominants soient situéssur la vertiale passant par −0, 2 (ma = 0, 2).-->ga=horner(g,s-.2)//hangement de variable-->ga=syslin('',ga)//indispensable pour redéfinir la nouvelle-->//boule ouverte-->[k1,p1℄=kpure1(ga)p1 =! 1.2328828i!! - 1.2328828i!k1 =1.872//'est la valeur du gain reherhé-->w1=k1*g/(1+k1*g)w1 = 5.616-------------------2 35.616 + 3s + 4s + s-->ra=roots(w1('den'))//vérifiation109
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Fig. 5.5: Marge de phase, de gainra =! - 0.2 + 1.2328828i!! - 0.2 - 1.2328828i!! - 3.6 !Dans et exemple nous avons trouvé le gain de la haîne d'ation k = 1, 872, donnantune marge de stabilité absolue ma = 0, 2.5.2.2 Marge de phase, marge de gainComme nous l'avons dit en introdution, le hi�rage de la distane qui sépare unlieu fréquentiel du point −1, peut être fait dans le plan de Nyquist (ou Blak), enalulant sur l'axe horizontal la distane qui sépare le point A au point −1. Cettedistane, (homothétie pour le lieu de Nyquist, translation vers le haut pour le lieu deBlak), exprimée en déibels est la marge de gain.Quant à la marge de phase 'est la phase supplémentaire (retard de phase) qu'ilfaut rajouter (en négatif) à un lieu fréquentiel de la boule ouverte pour faire passere lieu par −1 : rotation dans le sens des aiguilles d'une montre à faire au point Bpour le faire passer par −1 (FIG. 5.5). Je ne fais pas d'exerie ave le logiiel Silabpour illustrer es deux notions, on verra ela lors des exeries de synthèse en utilisantla méthode de Blak. 110
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Fig. 5.6: Marge de gain-phase5.2.3 Marge de gain-phaseL'inonvénient des marges de phase et de gain réside dans le fait que pour ertainssystèmes réels et en partiulier quand on a négligé dans le modèle un petit retardpur, on obtient pour la boule ouverte un lieu de Blak moins horizontal qu'il ne l'esten réalité (plus la fréquene augmente et plus le déphasage devient important), danses onditions, imposer une bonne marge de phase ne veut pas dire que la marge degain (qui est alulée pour une fréquene supérieure à la fréquene de oupure à 0 db)sera bonne même si on le roît. Il est don intéressant de regrouper les deux margespréédentes sous la forme d'un seul nombre qui mesure la distane minimale entrele lieu de Nyquist de la boule ouverte et le point −1. Ce nombre est la marge degain-phase notée mgφ (FIG. 5.6) ; 'est le rayon du plus grand erle de entre −1tangent au lieu de Nyquist de la boule ouverte supposé situé à sa droite (systèmeboulé stable).Calul ave Silab de la marge de gain-phasePour un système stable donné ei est très simple en utilisant l'instrution repfreq()ou rrpfreq() : on alule en fontion de la fréquene la distane du point ourant dulieu de Nyquist ave le point −1 et l'on herhe la valeur minimale de ette distane, onobtient ainsi la fréquene orrespondante et ette distane minimale. Cette fréqueneet ette distane minimale n'ont pas de rapport ave la fréquene de résonane en111



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilitéboule fermée et ave le oe�ient de surtension.5.2.4 Marge de retardComme nous venons de le dire préédemment, le retard pur (quelquefois négligé),produit un déphasage qui augmente ave la fréquene et est soure d'instabilité. Enramenant la marge de phase à la pulsation à laquelle elle a lieu, on introduit la margede retard notée
mr =

mφ

ω1
=
π + ϕ1

ω1

ω1 et ϕ1 sont respetivement la pulsation de oupure à 0 db et le déphasage de la bouleouverte orrespondant. Ainsi plus ette pulsation de oupure à 0 db sera importantemoins le système sera tolérant vis à vis des retards purs. Il faut don que la bandepassante ne soit pas trop importante (à vous de trouver le bon ompromis).5.2.5 Cerles à gain onstant, erles à phase onstante dans leplan de Nyquist : M et N erles, abaque de HallNous avons vu à la setion 4.2.4 l'abaque de Blak qui donne le gain (en db, laphase en degrés), d'un système boulé à retour unitaire, onnaissant le gain et laphase de la haîne d'ation. Et bien, l'abaque de Hall, est la présentation dans leplan de Nyquist de la transformation homographique W (s) = G(s)
1+G(s) , ave G(s) latransmittane de la haîne d'ation et W (s) la transmittane du système omplet :'est la transription dans le plan de Nyquist de l'abaque de Blak. Silab donne parl'instrution m_irle() ou m_irle(veteurgain) les ourbes isogains mais nedonne pas, ontrairement à l'instrution hart(), les ourbes isophases. On verra, enfaisant apropos m-irle dans Silab, l'exerie proposé. Pour les urieux, vous verrezdans le livre [3, pages 278-279℄, la théorie sur l'abaque de Hall et la transformationhomographique W (s) = G(s)

1+G(s) .5.2.6 Nouveauté : utilisation des pseudo-lieux, p�les dominantssur une droite à amortissement onstant2Le problème que l'on peut se poser est le suivant : étant donné un système bouléstable on herhe, par analogie ave un système du seond ordre (dont l'amortissementest ξ < 1, p�les omplexes onjuguées), à avoir deux p�les dominants sur des droites(droites OA, OB) passant par l'origine et faisant un angle ψ donné par rapport à l'axevertial du plan omplexe : on fait du plaement des p�les dominants.Ne voulant pas raisonner en temporel, on va reherher les transformés de es droites(en Nyquist ou Blak) par la transformée G(s)H(s) : on aura don a�aire à des pseudo-lieux (voir setion 5.1.4.1).2A ma onnaissane ette méthode n'a jamais été publiée et mise en oeuvre ; on trouverait peutêtre une méthode semblable dans les très vieux ouvrages d'automatique : si leteur vous le savez,informez moi. 112
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Fig. 5.7: Nouveau ontour et pseudo-lieuIl est évident qu'en règlant les paramètres de la boule ouverte (gain, paramètresde réseaux orreteurs éventuels), de telle sorte que e pseudo-lieu passe par le point
−1, on plaera les deux p�les dominants de la boule fermée sur es deux droites(utilisation du lemme de Cauhy), e qui hange dans ette méthode 'est le ontourd'exlusion3 (FIG. 5.7).Mise en oeuvre de ette méthode Nous allons reprendre l'exerie vu à la setion5.2.1, de même je rappelle que pour un système du seond ordre d'amortissement ξ, ona sinψ = ξ ar sinψ = ξωn

ωn
= cos θ (voir la �gure 4.8). Voii la fontion (pseudo.si)permettant de aluler le gain et la phase quand le pointM dérit la droite OA (l'angle

ψ vaut π/6).funtion[db1,ph1℄=pseudo(fr,tet,k)w=2*%pi*fr*exp(%i*tet)db1=(20/log(10))*(log(abs(k))-log(abs(w))-log(abs(1+w))-log(abs(1+w/3)))//pour la phase mettre sous forme éléments simplesph1=-(180/%pi)*(atan(imag(w),real(w))+atan(imag(1+w),real(1+w))+...atan(imag(1+w/3),real(1+w/3)))endfuntionMaintenant érivons le programme prinipal :-->;getf("/home/lpovy/SCI/pseudo.si");-->s=%s; g=syslin('',1/(s*(1+s)*(1+s/3)));3Je ne démontre pas, mais ela est faile, que si on hange j en −j, le nouveau pseudo-lieu estsymétrique par rapport à l'axe réel du pseudo-lieu.113



5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilité-->bblak(g,.01,1)Ii on a traé le lieu de Blak de g(s).-->ff=alfrq(g,0.03,.35);-->[d,p℄=pseudo(ff,%pi*4/6,1)-->bblak(ff,d,p)Un ommentaire est ii néessaire : par alfrq() on disrétise la fréquene au mieux,la transmittane g(s) nous servant de référene, puis on alule le gain et la phase pourun angle par rapport à l'axe réel positif, de 4π
6 = π

2 + π
6 et pour k = 1, puis on traele pseudo-lieu de Blak pour voir le résultat.-->//on alule le gain et la phase lassique-->[d1,p1℄=pseudo(ff,%pi*3/6,1);-->bblak(ff,[d1;d℄,[p1;p℄)//vrai et pseudo-lieuIi on alule le gain et la phase pour traer le vrai et pseudo-lieu de Blak (k = 1).-->[bout,posx,posy℄=xlik()-->k=10^(-posy/20)//'est le bon gain-->gk=k*g;Autre ommentaire, par xlik() (après un bon zoom) je reherhe sur l'axe −180�le point du peudo-lieu de Blak (manière de onnaître la marge de gain, ar ii on nepeut pas utiliser g_margin()), puis je alule le gain qu'il faut donner au système pourfaire passer le pseudo-lieu par −1.-->W=gk/(1+gk)//la boule fermée-->rbf=roots(W('den'))//les p�les de W-->amort=abs(real(rbf(1)))/abs(rbf(1))-->sinpsi=sin(%pi/6)On ompare l'amortissement (du aux deux p�les les plus à droite, dominants), et le

sinψ. -->[d2,p2℄=pseudo(ff,%pi*4/6,k);-->bblak(ff,[d2;d1 ;d℄,[p2;p1;p℄)On trae le pseudo-lieu de Blak du système orrigé ave ette valeur de k, le vrai lieude Blak pour k = 1, et le pseudo-lieu pour k = 1 (FIG. 5.8). La valeur de k trouvéeassure un amortissement tel que ξ = sin π
6 . Je reviendrais sur ette méthode en laomparant ave la méthode de synthèse dite méthode d'Evans.Remarque : Nous avons traé ii les pseudo-lieux de Blak du système de transmittane

gk(s) = k
s(1+s)(1+ s

3
) , et ei pour une valeur de s = 4

3
π
2 . Cei veut dire que espseudo-lieux, sont lieux de Nyquist, Bode et Blak, du système de transmittane

gα,k = k

sα(1+sα)(1+ sα

3
)
ave α = 4

3 : l'éhelle des graduations n'est pas la même, surles lieux de Nyquist et de Blak les lieux ont la même forme, mais pas en Bode. Demême si gk(s) = k
(1+s) on a a�aire à un système du premier ordre et traer les pseudo-lieux de e système revient à étudier fréquentiellement le modèle dit Coole et Cooleou expliite gα,k(s) = k

(1+sα) , (voir l'étude de e modèle au hapitre 10) ; on peut se114
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5 Etude de la stabilité d'un système, marges de stabilitéposer alors la question : quelle liaison y-a-t'il entre la réponse fréquentielle (obtenueave les pseudo-lieux) et la réponse temporelle du modèle non entier de type Coole etCoole ?
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6 Prinipe de la ommande6.1 IntrodutionLe but que se �xe l'automatiien en élaborant un système boulé, onsiste au hoixd'un réseau orreteur qui mis en asade ave la proédé, permet de réaliser ainsiun système boulé ayant des performanes nettement supérieures au système originel.Avant toute étude du système boulé, il faut don onnaître les qualités et défauts duproédé (la boule ouverte).On peut, et ette liste n'est pas exhaustive, déouvrir que le proédé est (ou n'estpas) :� lent, son inertie est trop importante ;� mal amorti, il osille trop longtemps sous l'e�et d'une perturbation, ou d'unhangement de point de onsigne ;� il a tendane à dériver, sa sortie évoluant, alors que l'entrée reste onstante : eiest le signe de la présene d'une ou plusieurs intégrations ;� est instable, le orreteur devant don, le rendre stable, avant de le orriger.Du point de vue de l'automatiien, une struture de réseau orreteur et les valeursdes paramètres de elui i doivent permettre :� d'améliorer la stabilité si néessaire, ainsi qu'améliorer le omportement statiqueet dynamique du proédé ;� d'obliger le système à suivre au plus près la onsigne désirée (même si elle i évolueau ours du temps) : problème de poursuite. Il faut aussi que le réseau orreteurpuisse annuler, autant que faire e peut, les perturbations qui ne manquent pasd'in�uener la dynamique du proédé : rejet des perturbations ;� Il sera don néessaire d'étudier à tout instant, erreur de l'asservissement : di�éreneentre e que l'on souhaite avoir et e que l'on a réellement.On peut sur la �gure qui va suivre faire un shéma représentant un proédé bouléave un réseau orreteur (FIG. 6.1).On voit apparaître sur e shéma l'erreur de l'asservissement, di�érene entre laonsigne et la sortie. Dans la suite on dé�nira la préision statique (e qui revient àfaire l'étude de l'erreur en régime permanent) et la préision dynamique, aratérisantette erreur au ours du temps. 117
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6 Prinipe de la ommande6.2 Préision6.2.1 Préision statiqueD'après le shéma préédent on déduit, d'après le prinipe de superposition, l'erreurde l'asservissement par la relation :
ε(s) = e(s)

1

1 +RC(s)G(s)
− p(s)

G1(s)

1 +RC(s)G(s)En vertu du théorème sur les limites de la transformée de Laplae l'étude de l'erreurpermanente revient à faire l'étude de sε(s) quand s→ 0, et ei pour un signal d'entréedonné (don pour une expression de e(s)).� Erreur statique due à la onsigne ;Seul l'original du premier terme intervient, on a don le tableau suivant : (K estle gain statique en position de la haîne d'ation, K1 le gain en vitesse, et K2 legain en aélération (gain apparaissant dans la fatorisation de Bode).nombre de p�les en 0 0 1 2 > 2erreur en position 1
1+K

0 0 0erreur en vitesse ∞ 1
K1

0 0erreur en aélération ∞ ∞ 1
K2

0� Erreur statique due à la perturbation ;Dans ette situation, en vertu du prinipe de superposition, on peut mettrela onsigne à zéro et l'on montre failement, par l'étude du deuxième termeintervenant dans ε(s), que l'erreur statique due à ette perturbation, diminueen augmentant le nombre de p�les à l'origine (en amont du point d'appliation dela perturbation), ainsi qu'en augmentant le gain statique de la haîne d'ation.6.2.2 Préision dynamiqueLe omportement dynamique d'un système peut être entièrement aratérisé par saréponse impulsionnelle (ou aussi par sa réponse indiielle).L'étude temporelle étant généralement plus omplexe on préfère se ramener à uneétude fréquentielle (généralement dans le plan de Blak) et omparer le omportementdu système par rapport à des systèmes onnus : du premier et / ou seond ordre.Comparaison ave un premier ordre.Que la boule ouverte RC(s)G(s) ait pour modèle une transmittane k
s
ou k

1+τs
laboule fermée sera toujours du premier ordre (seule l'erreur permanente à un éhelondi�érera : elle sera nulle dans le premier as et vaudra 1

1+k
dans le seond). Mais si l'ononsidère l'erreur par rapport à ette réponse permanente, on sait que ette erreur estinférieure à 5 % pour un temps t5 = 3τ1 (τ1 onstante de temps de la boule fermée) :e temps est aussi appelé temps de réponse (à 5 %).119



6 Prinipe de la ommandeSi l'on se ramène maintenant dans le domaine fréquentiel, on remarque que larapidité de réponse est diretement liée à la bande passante du système boulé, bandepassante que l'on aratérise par la pulsation de oupure (à 3 db ou 6 db, la assuredu lieu de Bode se faisant en un point de pulsation ω = 1
τ1
). Vous remarquerez eien hangeant dans le modèle s en τ1s, et dans e as vous hangez t en t

τ1
et ω lapulsation en τ1ω. En se �xant le temps de réponse à 5 % on se donne τ1 = t5

3 , don lapulsation de oupure à 3 db est donnée par 1
τ1

= 3
t5
.Comparaison ave un seond ordre.A�n d'obtenir un erreur permanente nulle pour une réponse à un éhelon on hoisitpour boule ouverte du système de référene (à retour unitaire) :

RC(s)G(s) =
k

s(1 + τs)La boule fermée vaut don :
W (s) =

k

k + s+ τs2et est un système du seond ordre de pulsation naturelle ωn =
√

k
τ
et de oe�ientd'amortissement ξ = 1

2
√

kτ
(voir setion 4.3.2).Si le oe�ient ξ > 1 les p�les deW (s) sont réels et la réponse indiielle est semblableà elle d'un système du premier ordre (sauf pour t = 0).Quand ξ < 1 on peut onstater les faits suivants :� La valeur du premier dépassement D1 % de la réponse indiielle onstitue un bonindiateur de l'amortissement. Ce premier dépassement, ainsi que le temps de pi(valeur du temps pour e premier pi), valent respetivement :

D1% = 100 exp(−π ξ
√

1 − ξ2
) et tpic =

π

ωn

√

1 − ξ2� A ξ �xé, les osillations sont d'autant plus rapides que la pulsation naturelle estgrande et à ωn �xé, les amplitudes des osillations s'amortissent d'autant plusrapidement que ξ est grand. Mais attention si ξ est trop grand, la réponse peutêtre très lente.Par une étude omplète du système du seond ordre on montre, qu'à ωn �xé, le tempsde réponse à 5 % passe par un minimum pour ξ voisin de 0, 7, le premier dépassementvalant alors 4 %.Quant à la réponse fréquentielle, on la aratérise par le fateur de résonane Q, quipour un système du seond ordre vaut :
Q =

1

2ξ
√

1 − ξ2120



6 Prinipe de la ommandePour un fateur de résonane Q = 1, 3 soit Qdb = 2.3 db, on a une valeur de ξ de 0, 42,valeur donnant un dépassement D1 % = 30 %. Cette valeur pour Q est souvent priseomme référene.De même, omme la pulsation de résonane vaut ωr = ωn

√

1 − 2ξ2, ette pulsationest un indiateur de la rapidité de la réponse indiielle : plus ωn et don ωr sont élevéset plus le temps de réponse est ourt. Vous verrez dans les tableaux onernant lessystèmes du seond ordre (setion 4.3.2) les di�érentes relations. Mais retenez que letemps de réponse à 5 % vaut t5 ≈ 3
ξωn

(si on impose un temps de réponse à 5 % on se�xe le produit ξωn, et maintenant en s'imposant un amortissement, on determine tousles paramètres du seond ordre). Une dernière remarque, e produit ξωnest au signeprès la partie réelle des deux p�les omplexes onjugués du système du seond ordre.Attention : pour avoir une bonne préision statique il faut soit rajouter un ouplusieurs intégrateurs dans la haîne d'ation et/ou augmenter le gain statique deette même haîne, ei a pour onséquene de déstabiliser ou de rendre plus instablele système boulé : dilemme stabilité-préision.6.3 Cahier des hargesA partir des remarques que l'on vient de faire, on peut dé�nir un ahier des hargestype. Le système boulé devra être stable et préis en régime statique : mais attentionau fameux dilemme stabilité-préision.Il faudra le règler a�n qu'il soit rapide, mais attention à ne pas saturer les ationneurs ;par simulation on véri�era l'amplitude de la ommande : étude du signal u(t). Ceipourra être fait par analogie ave un système du seond ordre.Toutes ses onsidérations permettent de faire un dessin permettant de plaer lesp�les ainsi que les p�les dominants (eux qui sont le plus près de l'axe imaginaire),dans une région du plan omplexe : le dessin i-dessus présente ette région (FIG. 6.2).En résumé lors de la synthèse d'un système asservi on herhera, pour réaliser un bonasservissement, à avoir :� un système stable ave des marge de phase et marge de gain su�santes ;� avoir un gain en boule ouverte assez grand ;� avoir une fréquene de résonane élevée ;� lié à la remarque préédente on devra don essayer, autant que faire e peut,d'augmenter la bande passante, mais attention ette augmentation a pour e�et dene pas atténuer les bruits.6.4 Méthodes de synthèse : pourquoi utiliser laméthode de BlakNous avons dans les setions préédentes, analysé le omportement temporel etfréquentiel d'un système et introduit les di�érentes représentations, ainsi que l'abaquede Blak. Ce qu'il faut retenir de es setions peut se résumer par les points suivants :121
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6 Prinipe de la ommande1. On veut que le système boulé soit préis, il faut don se donner ette préisionet de là on déduit, s'il faut ou non rajouter un ou plusieurs intégrateurs dans lahaîne d'ation et/ou augmenter le gain statique (en position, en vitesse...) deette même haîne d'ation.2. On veut un système boulé stable (obligation) ave des marges de stabilité.3. On veut une dynamique déterminée, don il faut plaer les p�les dominants dusystème boulé dans un ertaine région du plan omplexe.4. On ne veut pas saturer les ationneurs et de plus ne pas onsommer trop ( ?)d'énergie.Nous avons vu que ei pouvait être fait, d'une manière peut être un peu approximative,en prenant pour référene un système du premier et/ou seond ordre dont on onnaîtparfaitement le omportement temporel et fréquentiel et que pour es systèmes il yavait une liaison direte entre le omportement temporel et fréquentiel : du omportementfréquentiel on en déduisait le omportement temporel. On va don plut�t travailler enfréquentiel ar ave et outil, on déduira les propriétés de la boule fermée à partirdes lieux de transfert de la boule ouverte : la méthode de Blak permet de faire elad'une manière très élégante. On réalisera don les opérations suivantes :1. Ramener votre système boulé, à un système à retour unitaire.2. Traer le lieu de Blak de la haîne d'ation de e système à retour unitaire.3. A partir du traé de la ourbe de Blak de la boule ouverte, on déduira lespropriétés essentielles de la boule fermée. Un exemple illustre es faits (FIG.6.3).-->s=%s;-->sl=syslin('',5*(1+s)/(.1*s^4+s^3+15*s^2+3*s+1))sl = 5 + 5s----------------------2 3 41 + 3s + 15s + s + 0.1s-->bblak(sl,.0001,100)Si nous appelons sb(s), dans l'exemple hoisi, la transmittane de la boule fermée,sl(s) étant le modèle de la boule ouverte, la préision en régime statique vaut donsl(0)/(1+sl(0)).6.4.1 Prinipe de mise en oeuvreOn hoisira une struture de régulateur permettant de véri�er e ahier des harges.Il onviendra don :� d'éloigner le lieu de Blak de la boule ouverte du point -1 : augmenter la margede phase et de gain ; avoir une marge de phase supérieure à 45�et une marge degain supérieure à 10 ou 12 db, avoir un fateur de résonane en boule ferméedonné. 123



6 Prinipe de la ommande
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6 Prinipe de la ommande� d'augmenter le gain de la boule ouverte, ou mettre le point à fréquene zéro àl'in�ni (introdution d'un ou plusieurs intégrateurs dans la haîne d'ation).� d'augmenter la bande passante don provoquer un tassement en fréquene versles gains élevés : on diminue le temps de réponse de la boule. Rappelez vous quepour un système du seond ordre, la pulsation de oupure à 0 db, ωco est liée autemps de réponse à 5 % par la relation : ωcotr 5% ≈ π.� Cei peut être résumé par le hoix d'un réseau orreteur apportant si néessaire,une avane de phase aux fréquenes moyennes et un retard de phase aux bassesfréquenes.
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7 La orretion des systèmes par laméthode de BlakLes exeries qui vont suivre ont pour but de réaliser la synthèse d'un réseauorreteur de stuture donnée, (avane de phase, retard de phase, retard-avane dephase, P.I.D ...) a�n que le système boulé à retour unitaire onstitué de la mise ensérie d'un système et du réseau orreteur hoisi ait ertaines propriétés. Mais avantela, nous allons voir à quel endroit de la boule il est peut être intéressant de plaerle ou les réseaux orreteurs.7.1 Choix de la struture de réseau orreteurCe hoix dépend beauoup des informations qui sont disponibles, en qualité, sur leproédé. Le as le plus ourant est de disposer d'un apteur réupérant une image(plus ou moins bonne) de la sortie. C'est don à partir de ette seule information,éventuellement traitée et mise sous un format normalisé, que l'on réalisera le boulage.Dans quelques as partiuliers on dispose d'informations supplémentaires pouvantaratériser le proédé : un asservissement de position par exemple, où l'on aptela position et la vitesse à l'aide d'un dispositif adéquat, ou d'un asservissement parmoteur életrique où l'on peut e permettre de mesurer le ourant d'induit de moteuren plus de sa vitesse : quelques variables d'état du proédé sont aessibles.7.1.1 Correteur dans la haîne d'ationC'est le as le plus fréquent, on ne dispose que d'un apteur donnant une image dela sortie. Cette image ombinée ave la onsigne va nous permettre d'élaborer le signalerreur de la boule (signal ε(t)). C'est e signal (éventuellement ampli�é et traité) quisera l'entrée du réseau orreteur. Ce réseau élaborera une ommande u(t) que l'onampli�era en tension et surtout en puissane et appliquera au proédé (ampli�ateur(s)et ationneurs).7.1.2 orreteur dans la haîne de retourUn exemple lassique de orreteur introduit dans la haîne de retour est la orretiontahymétrique d'un asservissement de position. Un exemple pour illustrer ette orretion.Soit un moteur à ourant ontinu servant au positionnement (sortie θ(t)) d'un objet,e moteur est alimenté en ourant, par un ampli�ateur de gain k, on dispose de plusen sortie d'une image de la position θ(t) par potentiomètre par exemple, de même126



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak
+

θc ε

a

s
1K +

−− s)τ(1+
1k ω (t)θω(t)i (t)(t)(t)

Fig. 7.1: Retour tahymétriqueen ouplant une génératrie tahymétrique on a une image de la vitesse de rotation
ω(t) de l'arbre moteur. On peut don réaliser ave es deux signaux le système boulésuivant (FIG. 7.1) ; on rajoute un gain K dans la haîne d'ation a�n d'avoir deuxparamètres de réglage : K et a (taux de retour tahymétrique) : On admettra quela harge méanique entrainée par le moteur est onstituée exlusivement d'inertie Jet de frottement visqueux f , alors τ = J

f
. D'après ette �gure la transmittane dusystème boulé vaut :

W (s) =
1

1 + 1+ak
Kk

s+ τ
Kk
s2Ce système boulé est du seond ordre ave une pulsation naturelle réglable par Ket un amortissement, lui aussi réglable par K et a ; on peut faire du plaement dep�les : voir plaement de p�les par retour d'état1.7.1.3 Assemblage de orreteursPour que l'on puisse honorer le ahier des harges, on devra hoisir une struture deréseau orreteur apable de réaliser les ations suivantes :� Ation proportionnelle : translation vertiale du lieu de Blak.� Ation dérivée : translation plus ou moins horizontale du lieu de Blak et ei versla droite.� Ation intégrale : remonter vers le haut les points du lieu de Blak qui orrespondentaux basses fréquenes.Pour réaliser es ontraintes on utilisera des réseaux orreteurs, à ation proportionnelle,à avane de phase (ation dérivée), à retard de phase (ation intégrale) ou des ombinaisonsde ses réseaux.1On peut failement ii, se �xer le temps de réponse à 5% et par exemple la valeur du premierdépassement de la réponse indiielle, et en déduire les deux paramètres Kk et ak.127



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak7.2 Ation proportionnelleLe modèle du réseau est RC(s) = K, son ation a pour e�et de remonter (K > 1)ou desendre (K < 1) la ourbe de Blak de la boule ouverte : reprenons un exemplede système à la limite de stabilité,
sl =

1

s(1 + s)(1 + s
3 )et ave Silab traçons : sl(s), 0, 5sl(s), 2sl(s) (FIG. 7.2).-->s=%s;den=s*(1+s)*(1+s/3);-->sl=syslin('',1/den);-->[K,P℄=kpure1(sl)P =! 1.7320508i!! - 1.7320508i!K =4.//je me plae à la limite de stabilité-->sl=K*slsl = 4---------------------------2 3s + 1.3333333s + 0.3333333s-->sl_05=.5*sl; sl_2=2*sl;-->bblak([sl_05;sl ;sl_2℄,.1,10)-->legends(['k=0,5';'k=1';'k=2'℄,[1,2,3℄)Nous voyons par et exemple simple, l'e�et d'un gain k sur le lieu de Blak.7.3 Ation proportionnelle et dérivéeLe réseau orreteur théorique (une expliation sera donnée plus loin), a pour modèle2

RC(s) = K(1 + τds)et en prenant K = 1, e qui ne hange pas le raisonnement, on voit apparaître uneavane de phase appréiable, (vous traerez le lieu de Bode d'un réseau pour τd =
1, par exemple) mais attention au hoix de τd. Il faut prendre pour τd une valeursupérieure ou prohe de l'inverse de la valeur de la pulsation de résonane (en boulefermée) du système avant orretion : τd > 1/ωr : l'e�et d'avane de phase doit se fairesu�samment t�t, mais pas trop t�t. La valeur théorique de τd est failement obtenuepar le programme Silab qui ontinue l'exerie préédent (FIG. 7.3).2Lors de l'étude du réseau P.I.D. on donnera l'expliation en question.128
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7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak
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7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak//on reherhe ave la fontion dbphifr, les fateurs//de résonane en boule fermée, les déphasages et//fréquenes orrespondantes.-->[d,phi,f℄=dbphifr(sltaud/(1+sltaud),freson(sltaud/(1+sltaud)))-->[d2,phi2,f2℄=dbphifr(sltaud2/(1+sltaud2),freson(sltaud2/(1+sltaud2)))//puis faire les réponses indiielles des systèmes//boulés-->t=linspae(0,10,101);-->sbtaud=sltaud/(1+sltaud)-->y1=sim('step',t,sbtaud);-->[ymax,indmax℄=max(y1)-->sbtaud2=sltaud2/(1+sltaud2)-->y2=sim('step',t,sbtaud2);-->[y2max,ind2max℄=max(y2)-->plot2d([t;t℄',[y1;y2℄')Cet exerie permet, ave deux hoix du paramètre du réseau orreteur, d'étudierles fréquenes de résonane et les fateurs de résonane en boule fermée. Puis, parune simulation temporelle, réponse à un éhelon unitaire, de déterminer l'amplitudedu premier pi de la réponse ainsi que l'instant (l'indie) auquel e produit e premierpi. Vous voyez bien par ette petite simulation, en hoisissant une valeur double dela valeur théorique du paramètre du réseau proportionnel et dérivé, que l'on obtientun dépassement de 21, 6 %, et un oe�ient de surtension Q de 2, 19 db.On pourra ave ses deux exemples par les instrution p_margin() et g_margin()véri�er l'augmentation des marges de stabilité. De même, pour un réseau bien entré,on voit le tassement des fréquenes vers le haut : augmentation de la bande passante.7.4 Réseau orreteur à avane de phaseLe réseau orreteur à ation dérivée étant physiquement irréalisable (présene dudérivateur pur), on utilise de préférene, le réseau à avane de phase. Le modèle de eréseau est
RC(s) =

1 + aτs

1 + τs
avec a > 1Comme nous l'avons vu en ours, on onstate que l'avane de phase maximale estindépendante de τ , et vaut : φmax = arcsin(a−1

a+1 ). Cette avane de phase maximale alieu pour une pulsation : ωa = 1
τ
√

a
. On pourra à l'aide de Silab, traer les di�érentslieux fréquentiels de e réseau pour di�érentes valeurs de a. Voii un exemple desynthèse de e type de réseau orreteur (je ne fais pas le orrigé de l'exerie, elui-ifaisant l'objet d'un TP).Exerie : synthèse d'un réseau orreteur à avane de phase On veut réaliser lasynthèse d'un système à retour unitaire, dont la haîne d'ation est onstituée d'un131



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blakampli�ateur de gain k, et d'une transmittane
G(s) =

1

s(1 + s)(1 + s/3)omme le système est de lasse 1, on herhe k pour avoir une erreur en vitesse de
40 %, par Silab déterminer la marge de phase, de gain, la pulsation de résonane demême que le fateur de résonane en boule fermée (pour la valeur du gain trouvé).Faire une simulation des réponses impulsionnelle, indiielle, puis fréquentielle : on aurapréalablement véri�é que le système boulé est stable et trouvé la valeur du gain limite
kl et la pulsation d'osillation ωl pour ette valeur limite du gain.Instrutions utiles pour réaliser ette première partie de l'exerie :poly; syslin; routh_t; kpure1; p_margin; g_margin; freson; horner oufreq; dbphifr; sim; plot2d; linspae; bbode; bblak; nnyquist.On plae en asade ave la haîne d'ation un réseau orreteur à avane de phasede transmittane

RC(s) =
1 + aτs

1 + τs
avec a > 1et l'on herhe à rajouter, pour la valeur de k préédemment alulée, une phasesupplémentaire de l'ordre de 55�, donnez la valeur de a. Initialisez le réseau, 'est à dire,trouvez une première valeur à τ . On remarquera que pour une pulsation valant ωa =

1
τ
√

a
le réseau a un gain de 10 log(a)3. Traez les lieux de Bode du réseau orreteur,puis de la boule ouverte orrigée.Traez sur le même graphique, pour la valeur de k hoisie, les lieux de Blak dela boule ouverte du système non orrigé et du système orrigé. Pour réaliser ei onutilisera l'instrution bblak([sl1;sl2℄,f1,f2,['om1';'om2'℄).Retouhez les valeurs de τ , pour avoir, ave la valeur de k préédente, ou pour unevaleur de k onduisant à une erreur plus petite, une marge de phase d'au moins 45�,et un oe�ient de surtension de Q = 2, 3 db.Le réseau étant maintenant identi�é, faire une étude temporelle de e systèmeboulé : réponse indiielle ; de même faire l'étude temporelle du signal de ommande

u(t), sortie du réseau orreteur, pour l'entrée préédente.Instrutions utiles pour réaliser ette deuxième partie de l'exerie : les mêmesinstrutions que dans la première partie, ave en plus l'instrution maxi() permettantde déterminer le premier dépassement de la réponse indiielle.7.5 Réseau orreteur à ation proportionnelle etintégraleComme nous l'avons vu préédemment, l'introdution d'un intégrateur dans lahaîne d'ation permet d'améliorer la préision en régime statique, (setion 6.2.1) mais3En se plaçant à ette pulsation sur le lieu de Blak de la boule ouverte non orrigée, le pointorrespondant se déplae de φmax vers la droite et 10 log(a) vers le haut, quand on rajoute leorreteur. 132



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blake résultat est au détriment de la stabilité. En e�et un intégrateur pur introduit undéphasage de −90�quelque soit la fréquene. Pour ette raison on préfère introduireun réseau de type proportionnel et intégral (P.I.).Ce orreteur a pour transmittane :
RC(s) = 1 +

1

τispar une étude des ourbes de Bode de e réseau on peut remarquer qu'aux hautesfréquenes (ω > 1
τi
) e orreteur n'introduit plus de déphasage et ne hange pas legain du système quand on met en asade e réseau et la boule ouverte du système àétudier. A�n d'éviter l'e�et déstabilisant de l'intégrateur, on prendra 1

τi
≪ ωr. Cettepulsation ωr étant la pulsation de résonane de la boule fermée avant introdutiondu réseau.Par un réglage satisfaisant, ni la pulsation de résonane ωr ni le fateur de résonane

Q ne sont modi�és, seule la préision statique est améliorée.Voii un exemple de détermination d'un réseau P.I., la boule ouverte a pour transmittane
G(s) =

1

s(1 + s)(1 + s
4 )-->s=%s;num=1;den=s*(1+s)*(1+s/4);sl=syslin('',num/den)sl = 1-----------------2 3s + 1.25s + 0.25sVous pouvez, à e stade traer la ourbe de Blak de sl et déterminer la fréquene derésonane, le gain et la phase orrespondante, de la boule fermée par l'instrution :dbphifr().-->sb=sl/(1+sl);-->[db,phi,frb℄=dbphifr(sb,freson(sb))frb =0.1299495phi =- 76.236457db =3.0914789On détermine ii la transmittane de la boule fermée et par instrution dbphifr(),nous obtenons la fréquene de résonane frb et le fateur de résonane : on peut ainsidéterminer une première valeur pour τi soit : tor.-->tor=1/(2*%pi*frb)tor =1.2247449 133



7 La orretion des systèmes par la méthode de BlakOn peut maintenant, pour plusieurs valeurs de τi onstruire di�érents réseaux orreteurs :par exemple,
RC(s) = 1 +

1

tors
puis RC(s) = 1 +

1

0, 1tors
enfin RC(s) = 1 +

1

5torspour voir l'in�uene de τi sur les aratéristiques de la boule fermée.-->rtor=syslin('',1+1/(tor*s))rtor =1 + 1.2247449s--------------1.2247449s-->sltor=sl*rtorsltor = 1 + 1.2247449s------------------------------------2 3 41.2247449s + 1.5309311s + 0.3061862s-->r01tor=syslin('',1+1/(.1*tor*s))r01tor =1 + 0.1224745s--------------0.1224745s-->sl01tor=sl*r01torsl01tor =1 + 0.1224745s------------------------------------2 3 40.1224745s + 0.1530931s + 0.0306186sD'une manière analogue, on peut onstruire par exemple sl5tor,sl10tor et avela fontion bblak() a�her sur un même graphe les inq lieux de Blak. Surtoutn'utiliser pas la fontion blak() donnée ave Silab mais bblak().-->sl5tor=sl*(1+1/(5*tor*s));-->sl10tor=sl*(1+1/(10*tor*s));-->om=['sl','sltor','sl01tor','sl5tor','sl10tor'℄;-->bblak([sl;sltor;sl01tor;sl5tor;sl10tor℄,.001,.3,om)Ce graphe (FIG. 7.4) est su�samment lair et met bien en évidene que pour τi = 1
ωr
,on a rendu instable un système qui était de toute façon stable à l'origine (ourbessltor,sl01tor). La valeur de τi est beauoup trop faible, et une valeur normale de

τi doit être de l'ordre de 5 à 10 fois 1
ωr
. On remarquera de même que l'adjontiond'un réseau orreteur bien plaé, permet, tout en onservant des marges de stabilitéquasiment identiques, par l'introdution dans la boule ouverte d'un intégrateur, d'avoir,dans e as, non seulement une erreur permanente nulle pour une entrée en éhelon,134
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7 La orretion des systèmes par la méthode de Blakmais d'avoir aussi une erreur permanente nulle pour une entrée en rampe : le systèmeest de lasse deux.Ce réseau améliore, et omment ! la préision d'un système boulé.7.6 Réseau orreteur à retard de phaseCe réseau est une approhe du réseau de type P.I., et s'il n'introduit pas d'intégrationdans la haîne d'ation il peut, s'il est bien plaé, en onservant une bonne marge destabilité, permettre d'augmenter le gain de la haîne d'ation et ainsi, d'augmentersérieusement la préision en régime statique. Son modèle mathématique est :
RC(s) =

1 + τs

1 + bτs
avec b > 1On pourra ave Silab très simplement étudier les ourbes de Nyquist, Bode et Blakde e réseau pour di�érentes valeurs de b (en prenant τ = 1 le produit τω étant unnombre sans dimension). Comme préédemment on plaera le nombre 1

τ
≪ ωr. Le seule�et déplaisant de e réseau est la diminution de la bande passante : voii un exempleave Silab de plaement d'un tel réseau (FIG. 7.5).-->s=%s;sl=syslin('',1/(s*(1+s)*(1+s/4)));-->sb=sl/(1+sl);-->[db,phi,frb℄=dbphifr(sb,freson(sb))frb =0.1299495phi =- 76.236457db =3.0914789-->tor=1/(2*%pi*frb)tor =1.2247449-->rtor=syslin('',(1+tor*s)/(1+10*tor*s))rtor =1 + 1.2247449s--------------1 + 12.247449s-->sltor=sl*rtor;-->r02tor=syslin('',(1+0.2*tor*s)/(1+10*0.2*tor*s));-->sl02tor=sl*r02tor;-->r5tor=syslin('',(1+5*tor*s)/(1+10*5*tor*s));-->sl5tor=sl*r5tor;-->r10tor=syslin('',(1+10*tor*s)/(1+10*10*tor*s));136
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7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak7.7 Réglage d'un P.I.D. par la méthode du pivotParmi tous les types de réseaux orreteurs utilisés industriellement, le réseau detype P.I.D. est sans doute enore, et pour longtemps, le plus utilisé. Son modèlemathématique théorique est :
RC(s) = K(1 +

1

τis
+ τds)En réalité, le terme dérivé, dans sa réalisation pratique étant impossible, a pourmodèle le fateur suivant :

τds

1 + aτdsave a prenant une valeur prohe de un dixième (les deux points de assure de e termeséparés d'une déade au moins).Quand on fait l'étude théorique de e réseau, par exemple en traçant son lieu deBode, on remarque qu'il existe une pulsation partiulière, ωp = 1√
τiτd

où le réseaun'avane ni ne retarde la phase, en e point, le gain est de 0 db.C'est e point, qui une fois onvenablement hoisi, permettra de basuler le lieu deBlak non orrigé, vers la gauhe pour des pulsations inférieures à ωp, et vers la droitepour des pulsations supérieures à e pivot : en e�et par une étude des lieux de Bodedu P.I.D., on montre failement que la phase de e réseau est négative (omprise entre
−90�et 0�) pour des fréquenes inférieures à ωp

2π
et est positive (omprise entre 0�et

90�) pour des fréquenes supérieures à ette valeur. Quant au gain, il déroît jusqu'à
0 db (pour ω = ωp) puis reroît quand la fréquene augmente. Vous ferez, ave Silabl'étude du lieu de Bode du P.I.D. théorique pour véri�er es remarques.Le hoix du point de pivotement est don très important, en e�et l'introdution duréseau P.I.D a pour but de :� Améliorer la préision en régime statique (introdution de l'intégrateur) sans pourela réduire la stabilité.� Améliorer la stabilité : marge de phase, de gain, amortissement Q.Quant au hoix du point de pivotement, si on souhaite un amortissement élevé, ordrede grandeur 0, 7, on devra prendre un point au dessus de l'axe 0 db, légèrement àgauhe de la vertiale −90�(20�à gauhe). A�n de rendre la méthode plus simple dansune première approhe, on �xera τi = 4τd : ave ette valeur, le P.I.D. a un zérodouble. Si on exprime la transmittane du réseau en fontion de ωp ave τi = 4τd onobtient :

RC(p) = K(1 +
ωp

2s
+

s

2ωp

)Voii un exemple de session Silab mettant en évidene es onsidérations.-->s=%s;sl=syslin('',1/(s*(1+s)*(1+s/4)));-->[kl,pl℄=kpure1(sl)pl =! 2.i!! - 2.i! 139



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blakkl =5.-->bblak(sl,.01,.4)Je ne mets pas dans le texte le lieu de Blak : il a déjà été traé à l'exerie préédent,(ourbe sl). On remarque qu'une fréquene de l'ordre de 0, 05 hertz orrespond auxremarques faites préédemment. En première approhe on a don τi = 1
0,05s

. Le réseaua don pour modèle :
RC(s) = 1 +

1

6, 7s
+ 1, 59s avec τi = 4τd-->toi=1/(%pi*.05)//toi=2/(2*%pi*fp)-->tod=toi/4//tod=1/(2*(2*%pi*fp))-->r=syslin('',(1+toi*s+toi*tod*s*s)/(toi*s))r = 21 + 6.3661977s + 10.132118s---------------------------6.3661977s-->slr=sl*rslr = 21 + 6.3661977s + 10.132118s-----------------------------------2 3 46.3661977s + 7.9577472s + 1.5915494s-->bblak([sl;slr℄,.01,.4,['sl','slr'℄)Nous voyons, par et exemple très simple, l'intérêt de ette méthode (FIG. 7.7). J'aipris ii une fréquene orrespondant à une phase en boule ouverte de l'ordre de −110�.On pouvait par le programme qui suit a�ner e point de pivotement.-->s=%s;sl=syslin('',1/(s*(1+s)*(1+s/4)));-->[d,p,f℄=dbphifr(sl,.04,.1,.005);-->omegp=2*%pi*(f(find(p<-109&p>-111)))omegp =olumn 1 to 5! 0.2724205 0.2755750 0.2787660 0.2819940 0.2852593!olumn 6 to 9! 0.2885625 0.2919039 0.2952840 0.2987032!-->omegp=mean(omegp)//On prend la valeur moyenne140



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak
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7 La orretion des systèmes par la méthode de BlakCette méthode est beauoup plus préise pour le hoix du point de pivotement, onobtient e point par les deux instrutions des lignes trois et quatre du programme.Cette fois, en augmentant le gain de la haîne d'ation et en nous plaçant à lalimite de stabilité pour le système sans réseau orreteur (kl = 5 voir le début del'exerie ave ωl = 2 rd/s), par la même méthode, en hoisissant pour fréquene depivot fp = 0, 08 hertz on obtient les résultats suivants :-->sl=5*slsl = 5-----------------2 3s + 1.25s + 0.25s-->toi=1/(%pi*.08)toi =3.9788736-->tod=toi/4tod =0.9947184-->r=syslin('',(1+toi*s+toi*tod*s*s)/(toi*s))r = 21 + 3.9788736s + 3.9578587s---------------------------3.9788736s-->slr=sl*rslr = 25 + 19.894368s + 19.789294s-----------------------------------2 3 43.9788736s + 4.973592s + 0.9947184s-->bblak([sl;slr℄,.05,1,['sl','slr'℄)-->[db,phi,fr℄=dbphifr(slr/(1+slr),freson(slr/(1+slr)))fr =0.5401616phi =- 59.703174db =1.9266743Nous voyons failement qu'ave e réseau (FIG. 7.7), on a stabilisé le système (lefateur de résonane est maintenant très prohe de 2, 3 db, en réalité 1, 93 db) et biensur amélioré la préision : la boule ouverte possède deux intégrateurs. On peut même,142



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blakmaintenant se permettre d'augmenter légèrement le gain de la haîne d'ation a�nd'avoir un fateur de résonane de 2, 3 db.Je voudrais faire ii une remarque sur ette méthode du pivot et la méthodede synthèse dite méthode de Ziegler et Nihols. Par la méthode de Ziegleret Nihols, quand on travaille en boule ouverte, on détermine expérimentalement unmodèle de la boule ouverte [4, pages 245-247℄, modèle aratérisé par deux paramètres :
a et Tr et 'est à partir de es deux paramètres que l'on détermine τi ave τi = 4τd.On remarque failement que si ωp = 1√

τiτd
est la pulsation du pivot on a : ωp = 1

Tr
,en e�et on a τd = 1

2ωp
et τi = 2

ωp
par la méthode du pivot et l'on obtient es mêmesvaleurs par le ritère de Ziegler et Nihols, en ayant ωp = 1

Tr
.Peut-on faire un hoix optimal de la pulsation du pivot ? On penseraitnormalement que le réglage du point de pivotement peut onduire à des résultatsdi�érents, non seulement sur la transmittane du réseau, mais surtout sur les aratéristiquesdynamiques du système boulé. Réalisons l'expériene suivante : en prenant la bouleouverte préédente, ave un système à la limite de la stabilité, en hoisissant di�érentspoints de pivotement pour des déphasages de −120�, −125�, −130�, −135�, on obtientles lieux de Blak :-->omegp=2*%pi*mean((f(find(p<-119&p>-121))))omegp =0.4398403-->omegp1=2*%pi*mean((f(find(p<-124&p>-126))))omegp1 =0.5226819-->omegp2=2*%pi*mean((f(find(p<-129&p>-131))))omegp2 =0.6070681-->omegp3=2*%pi*mean((f(find(p<-134&p>-136))))omegp3 =0.7009965-->r=1+omegp/(2*s)+s/(2*omegp)r = 20.4398403 + 2s + 2.2735526s---------------------------2s-->r1=1+omegp1/(2*s)+s/(2*omegp1)r1 = 20.5226819 + 2s + 1.9132097s---------------------------2s-->r2=1+omegp2/(2*s)+s/(2*omegp2)143



7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak
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7 La orretion des systèmes par la méthode de Blak7.8 Réglage d'un réseau retard-avane de phaseAprès avoir étudié le réseau P.I.D., il est tout naturel introduire le réseau retard-avane de phase qui tout en ayant des e�ets omparables, peut être plus failementréalisé (en életrique on le réalise failement ave des quadrip�les).Je rappelle que le but de e type de réseau est de faire un retard de phase aux bassesfréquenes, et une avane de phase aux moyennes fréquenes. De même on herheraà augmenter le gain de la haîne d'ation a�n d'améliorer la préision.Comme 'est la mise en série d'un réseau à retard de phase et d'un réseau à avanede phase, son modèle mathématique est don :
RC(p) =

(1 + τ2s)(1 + τ3s)

(1 + τ1s)(1 + τ4s)Si on veut que le gain en hautes fréquenes reste égal à 1, on doit avoir la relation :
τ1τ4 = τ2τ3. De même on herhera à avoir une avane de phase la plus grande possible,en restant dans des limites raisonnables (in�uene de la dérivation sur les signauxbruités), il est don normal de prendre le rapport des onstantes de temps égal àenviron 10 (avane de phase maximale de l'ordre de 55�: voir la setion 7.4).On fera de même ave le réseau à retard de phase, dans es onditions on auraune ourbe de Bode de e réseau, pour le gain symétrique par rapport à 1√

τ2τ3

ave
τ1τ4 = τ2τ3, et une ourbe de phase symétrique par rapport à e point (en e pointle réseau n'introduit pas de déphasage, mais ontrairement au P.I.D, il introduit uneatténuation) :-->s=%s;r=syslin('',((1+s)*(1+3*s))/((1+.1*s)*(1+30*s)))r = 21 + 4s + 3s------------- 21 + 30.1s + 3sTout en gardant le même point de symétrie, traçons un autre réseau où l'on remplae,
τ2 en τ2, τ3 en τ3

2 et..., on a don (FIG. 7.9) :-->r1=syslin('',((1+2*s)*(1+1.5*s))/((1+.2*s)*(1+15*s)))r1 = 21 + 3.5s + 3s------------- 21 + 15.2s + 3s-->bbode([r;r1℄,.0005,20,['r','r1'℄)A partir des remarques préédentes, on hoisit un point, sur la ourbe de Blak de laboule ouverte où le déphasage ne hangera pas par l'introdution du réseau, puis, onherhe une pulsation où l'on doit appliquer l'avane de phase maximale, ette valeur145
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7 La orretion des systèmes par la méthode de Blakvaut pratiquement 1√
τ3τ4

, ar à ette pulsation le réseau à retard de phase n'agit quetrès peu. Bien sur par symétrie, le minimum de déphasage introduit par le réseauretard de phase se produit à une pulsation valant 1√
τ1τ2

.Appelons f1, f2, f3 les fréquenes où les déphasages introduits par le réseau sontrespetivement : minimum, nul et maximum on a don :
√
τ2τ3 =

1

2πf2
,
√
τ3τ4 =

1

2πf3
, et τ1 = 10τ2, τ3 = 10τ4En prenant les logarithmes de ses fontions on obtient un système de quatre équationsà quatre inonnues.Dans l'exemple hoisi, si f2 = 0, 1 hertz, point orrespondant à un déphasage enboule ouverte de −120� environ (pseudo pivot), si l'on prend f3 aux environs de

1 hertz (endroit ou l'on désire l'avane de phase maximale), en utilisant la méthodeproposée, on trouve, l'ensemble des valeurs de τ . Véri�ons ei ave Silab (FIG. 7.10).-->s=%s;sl=syslin('',5/(s*(1+s)*(1+s/4)));-->bblak(sl,.08,1.5)-->A=[1,-1,0,0;0,1,1,0;0,0,1,-1;0,0,1,1℄;-->C=[log(10);-2*log(2*%pi*.1);log(10);-2*log(2*%pi*1)℄;Les logarithmes des onstantes de temps X véri�ent l'équation : AX = C.-->X=inv(A)*C;-->tau=exp(X)tau =! 50.329212!! 5.0329212!! 0.5032921!! 0.0503292!-->num=(1+tau(2,1)*s)*(1+tau(3,1)*s);-->den=(1+tau(1,1)*s)*(1+tau(4,1)*s);-->r=syslin('',num/den)r = 21 + 5.5362133s + 2.5330296s---------------------------21 + 50.379541s + 2.5330296s-->slr=sl*r;-->bblak([sl;slr℄,.01,1.5,['sl','slr'℄)-->mg=g_margin(slr)mg =35.795429-->mphi=180-abs(p_margin(slr))mphi =49.601046-->bblak([sl;2*slr℄,.01,1.5,['sl','2*slr'℄)147
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7 La orretion des systèmes par la méthode de BlakAve e réseau, le système n'a pas une marge très très importante, (bien que l'onait multiplié le gain par deux), on va don retouher les deux fréquenes, f2 et f3 :on prend f2 = 0, 09 hertz : on remonte légèrement le point de pseudo pivotement,et on remonte plus fortement le point où l'avane de phase est maximale en prenant
f3 = 0, 5 hertz : on obtient ainsi le programme Silab :-->C=[log(10);-2*log(2*%pi*.09);log(10);-2*log(2*%pi*.5)℄;-->X=inv(A)*C;-->tau=exp(X)tau =! 31.067415!! 3.1067415!! 1.0065842!! 0.1006584!-->num=(1+tau(2,1)*s)*(1+tau(3,1)*s);-->den=(1+tau(1,1)*s)*(1+tau(4,1)*s);-->r=syslin('',num/den)r = 21 + 4.1133257s + 3.127197s--------------------------21 + 31.168073s + 3.127197s-->slr=sl*r;-->bblak([sl;4*slr℄,.01,1.5,['sl','4*slr'℄)Par ette retouhe on a pu ainsi augmenter le gain de la haîne d'ation, il est quatrefois plus important, tout en onservant une bonne marge de phase, de gain et unbon fateur de résonane ; vous véri�erez es onstatations ave le logiiel.Par ette méthode on peut ave un tel logiiel de simulation, faire le hoix le plusadéquat du réseau orreteur.Une dernière remarque : N'oubliez pas de simuler les réponses temporelles du systèmeboulé et les réponses de l'ationneur : sortie du réseau orreteur (faire un exerieanalogue à l'exerie de la setion 7.4).
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8 Synthèse par le lieu d'EvansA rédiger ave la nouvelle ontribution RLTOOL.
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9 Représentation d'état dessystèmesA rédiger.
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10 Utilisation du logiiel poursimuler les systèmes à retard puret des systèmes exotiquesJe propose une nouvelle boîte à outils a�n de simuler les systèmes (en boule ouverteet boule fermée) possédant un retard pur dans leur haîne d'ation, ainsi que quelquessystèmes dont le modèle n'est pas un rapport de deux polyn�mes de la variableomplexe s : je les nomme des systèmes exotiques ou non entiers ; 'est un premieressai de synthèse.10.1 Transformation de quelques maros a�n desimuler (en boule ouverte) un système averetard purLa majorité des logiiels de simulation posent problème dès que l'on souhaite faire lasimulation de systèmes dont le modèle mathématique n'est pas une fration rationnelleou un quadruplet [ A B C [D]
]. A�n de palier en partie à ette laune, nousallons proposer à partir des fontions ontenues dans le logiiel, un ensemble de maros,permettant d'introduire l'étude des systèmes à retard pur, et plus généralement l'étudedes systèmes possédant dans leur haîne d'ation un élément dont le modèle n'est pasune fration rationnelle en s : as du retard pur dont la transmittane est représentéepar l'opérateurGr(s) = exp(−Ts). On peut aussi envisager d'autres types d'opérateurs(qui peuvent être des frations d'une autre variable par exemple sα ave α réel).Dans ette partie nous nous intéresserons à la simulation de systèmes non boulésqui possèdent en asade ave un système lassique de transmittane G(s) = N(s)

D(s)(N(s) est un polyn�me de degré m et D(s) un polyn�me de degré n ≥ m), un retardpur représenté par l'opérateur Gr(s) = exp(−Ts).Les réponses peuvent être de deux types : soit temporelles, soit fréquentielles.En e qui onerne les premières, la réation d'une fontion d'entrée retardée dansle temps de T assoiée à l'instrution sim() donne le résultat onvenu.Pour les réponses fréquentielles on transformera ertaines maros a�n quelles puissentaepter, en argument d'entrée, une liste dans laquelle on dé�nit le système G(s) et leretard T . 152



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques10.1.1 Exemple de programme Silab pour simuler une réponsetemporelle à ommande retardéeJe rappelle la méthode déjà renontrée dans e doument a�n de générer un signald'entrée.Création par Silab d'un signal d'entrée retardé par une fontionJe rée un signal u(t), nul jusque l'instant T puis valant 1 de T à T +T1 et revenantensuite à 0. Voii la fontion nommée reneau.se (fontion stokée dans le répertoireSYSR) : funtion [u℄=reneau(t,T,T1)u=bool2s(T<=t)-bool2s(t>(T+T1));et voii le programme prinipal :-->s=%s;sl=syslin('',1/(1+s));-->t=linspae(0,10,101);-->T=.5;T1=2;-->;getf("/home/lpovy/SYSR/reneau.se");-->y=sim(reneau,t,sl);-->plot(t,y)Les grandeurs T et T1 représentent respetivement le retard pur et la durée du réneau.Ne voulant pas le dé�nir dans la fontion, a�n de onserver toute la généralité, je donneii à T et à T1 dans le programme prinipal (variables globales) les valeurs 0.5 s et 2 s.On harge la fontion reneau, puis on exéute la simulation par l'instrution sim.Attention : il faut dans sim donner le nom de la fontion d'entrée, ii reneauet non le résultat, que j'ai appelé u . En e�et u est de type 1 (salaire), tandis quereneau est de type 13 (fontion ompilée) et sim aepte pour entrée un argumentde type : funtion ou list .Création par Silab d'un signal en utilisant la notion de liste (surharged'opérateur)Cette deuxième façon de proéder utilise la notion de liste, manière élégante desurharger un opérateur : ii une fontion1.-->t=linspae(0,10,101);-->;getf("/home/lpovy/SYSR/reneau.se");-->ul=list(reneau,.5,2)ul =ul(1)[u℄=funtion(t,T,T1)ul(2)0.51Voir l'artile Silab, de Serge Steer dans la revue Linux Magazine 14 de février 2000.153



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesul(3)2.-->y=sim(ul,t,sl);Warning redefining funtion : uu-->plot(t,y)La liste ul est onstituée de trois éléments : la fontion, et les paramètres T et T1.Création par Silab d'un signal en ligne de ommandeOn peut aussi, sans dé�nir un sous programme, réer le signal retardé à la ligne deommande : voii un exemple.-->deff('u=reneau(t,T,T1)','if (t>=T&t<T1) then,u=1;else u=0;end')-->s=%s;sl=syslin('',1/(1+s));-->t=linspae(0,10,101);-->T=.5;T1=2;-->y=sim(reneau,t,sl);-->plot2d(t',y')Comme préédemment, vous devez utiliser dans la fontion sim l'expression reneauet non pas le veteur u , ar e veteur est un salaire.Une autre façon de proéder est de réer dans la fenêtre Silab la fontion par lasyntaxe :-->funtion [u℄=reneau(t,T,T1)-->u=bool2s(T<=t)-bool2s(t>(T+T1));-->endfuntion-->//La fontion est omprise entre funtion et endfuntion-->s=%s;sl=syslin('',1/(1+s));-->t=linspae(0,10,101);-->T=.5;T1=2;-->y=sim(reneau,t,sl);-->plot2d(t',y')Cette dernière option n'est valable que depuis la version 2.6 de Silab.10.1.2 Exemple de programme Silab pour simuler une réponsetemporelle à sortie retardéeJ'ai rée une petite fontion permettant de retarder d'une valeur de temps donnéeun signal quelonque. Voii la fontion que je nomme fr.se et que je mets dans/home/lpovy/SCI.funtion [tt,fr℄=fr(t,f,tr)l=length(f);i=max(find(t<tr));fr=[zeros(1,i),f℄; 154



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesfr=fr(1:l);trr=t(1:i);tt=[trr,t+ones(t)*tr℄;tt=tt(1:l);endfuntionEn�n voii le programme prinipal ://réponse à un éhelon-->s=%s;t=linspae(0,10,101);tr=4.99;-->sys=syslin('',1/(1+s+s*s));-->f=sim('step',t,sys);//hargement de fr.si-->;getf("/home/lpovy/SCI/fr.se");//réponse retardée-->[t1,fretard℄=fr(t,f,tr);//traé des réponses retardée et non retardée-->plot2d([t1;t℄',[fretard;f℄',style=[6,3℄,axesflag=3)10.1.3 Réponse fréquentielle : les programmes à transformerDès que l'on aborde ave des logiiels de simulation les réponses fréquentielles dessystèmes à retard pur, on doit dans le alul de la réponse fréquentielle rajouter à laphase de G(s) un terme en −2πfT (f est la fréquene et T le retard). On doit dontout d'abord dé�nir un système retardé : ei peut être fait en utilisant la notion deliste : l'opérateur syslin va être surhargé ave un veteur de salaires T . Voii unpetit programme permettant ei.-->s=%s;s1=1/(1+s+s*s);s2=(1+s)/(1+s+2*s*s);-->sl=syslin('',[s1;s2℄)-->T=[2;3℄;-->sl=list(sl,T)sl =sl(1)! 1 !! --------- !! 2 !! 1 + s + s !! !! 1 + s !! --------- !! 2 !! 1 + s + 2s !sl(2)! 2. !! 3. ! 155



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques-->type(sl)ans =15.-->type(sl(1))ans =16.-->type(sl(2))ans =1.Cette façon de proéder est très élégante, mais va demander de transformer légèrementles prinipales fontions intervenant dans l'étude des réponses fréquentielles d'un système,a�n que es fontions aeptent omme argument d'entrée une liste. Nousvoyons bien par l'instrution list() que le veteur sl est une liste omprenant unveteur onstituée de deux systèmes, sl(1) et sl(2), et d'un veteur de salaires T : àsl(1)(1,1), premier système on assoiera la première omposante du veteur T , soitsl(2)(1,1) ou sl(2)(1) , e qui représente la même hose. Le veteur T peut être unveteur ligne ou un veteur olonne.Il faut don maintenant que les prinipales maros de Silab traitant de la réponsefréquentielle, aeptent omme argument d'entrée une liste (type15) . Voii les prinipalesfontions onernées.� dbphifr : Cette fontion est nouvelle et remplae deux fontions aniennes à savoirphasemag et dbphi. Elle aepte omme argument d'entrée les transmittaneslassiques, et des listes : voir l'exemple préédent. Une remarque malgré tout ;a�n de généraliser le problème et d'appliquer es programmes à des systèmes peuourants, ette fontion aepte omme argument d'entrée une liste omprenantpour son premier élément, un veteur olonne de systèmes linéaires, de polyn�mes,ou de frations rationnelles, et dans es deux derniers as on onsidérera que l'ontravaille en temps ontinu. Quant au deuxième terme de la liste, il peut être unveteur de salaires, et alors on a a�aire à des systèmes possédants des retards �xesen asade ave des transmittanes lassiques, ou 'est une seonde liste de mêmedimension que le veteur sytème, liste pouvant mélanger des nombres (retardspurs) et des fontions. Dans e dernier as, la ou les fontions onsidérées, sontdé�nies dans des �hiers et haque fontion renvoie pour un veteur fréquene,dé�ni par l'utilisateur ou alulé par la fontion alfreq, à ondition qu'il existedans la première liste un ou des systèmes, deux veteurs de nombres représentantsrespetivement le gain et la phase de la fontion pour le veteur fréquene donné.La syntaxe est la suivante :[db,phi,fr[,splitf℄℄=dbphifr(sys,fmin,fmax[,pas℄)[db,phi,fr[,splitf℄℄=dbphifr(sys,veteurligne)L'ériture du veteur ligne est : veteurligne=[.1,.2,.3℄ par exemple.Attention si on utilise la syntaxe :[db,phi,fr[,splitf℄℄=dbphifr(sys,fmin,fmax)'est l'instrution alfrq() qui disrétise la fréquene au mieux, en prenant lesystème non retardé pour référene. 156



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques� rrpfreq : je l'ai nommée rrpfreq mais elle peut remplaer la fontion repfreq,elle aepte une liste en entrée, elle peut aussi traiter les systèmes lassiques, ouautre et donne la réponse fréquentielle (le nombre omplexe) ; sa syntaxe est :[rrpf,fr[,splitf℄℄=rrpfreq(sys,fmin,fmax[,pas℄)[rrpf,fr[,splitf℄℄=rrpfreq(sys,veteurligne). La remarque préédente s'appliqueà ette instrution.� En�n, inq fontions néessaires aux traés des réponses ont été retouhées pouraepter diretement des listes omme argument d'entrée. Voii es fontions :bblak bbode ggainplot nnyquistVoii un exerie qui va nous permettre de mettre en évidene l'in�uene du retardpur sur un système du seond ordre lassique (ne pas oublier de harger le répertoireoù sont situées les fontions préédentes) :-->s=%s;sl=syslin('',1/(1+s+s*s));-->SL=list([sl;sl ;sl;sl;sl;sl℄,[0;.1;.2;.5 ;.8;1℄);-->om=['T=0';'T=0.1';'T=0.2';'T=0.5';'T=0.8';'T=1'℄;//ii faire un getd()-->[D,P,F℄=dbphifr(SL,[.1,.2,.3℄)F =! 0.1 0.2 0.3!P =! - 46.07296 - 114.7432 - 143.56107!! - 53.27296 - 129.1432 - 165.16107!! - 60.47296 - 143.5432 - 186.76107!! - 67.67296 - 157.9432 - 208.36107!! - 74.87296 - 172.3432 - 229.96107!! - 82.07296 - 186.7432 - 251.56107!D =! 1.1857519 - 2.8206354 - 10.030795!! 1.1857519 - 2.8206354 - 10.030795!! 1.1857519 - 2.8206354 - 10.030795!! 1.1857519 - 2.8206354 - 10.030795!! 1.1857519 - 2.8206354 - 10.030795!! 1.1857519 - 2.8206354 - 10.030795!-->[REP,F℄=rrpfreq(SL,[.1,.2,.3℄)F =! 0.1 0.2 0.3!REP =olumn 1 to 2! 0.7952166 - 0.8255722i - 0.3024945 - 0.6563664i!! 0.6854745 - 0.9187294i - 0.4562228 - 0.5605181i!! 0.5649220 - 0.9973977i - 0.5812849 - 0.4294504i!! 0.4354603 - 1.0603364i - 0.6698227 - 0.2713987i!! 0.2991312 - 1.106553 i - 0.7162731 - 0.0962941i!! 0.1580846 - 1.1353185i - 0.7177175 + 0.0848610i!157



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques
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10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques
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10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques
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10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesla valeur du retard à assoier à haun des systèmes2.Par l'instrution [D,P,F℄=dbphifr(), on alule pour la liste préédente SL et pourtrois fréquenes, le gain, la phase et ette fontion retourne le veteur fréquene.L'instrution rrpfreq() donnant la valeur du nombre omplexe pour ette mêmeliste.En�n, ayant légèrement modi�é les graphiques fréquentiels pour aepter e type destruture, on donne les lieux lassiques du système retardé ave plusieurs retards.10.2 Rappels de mathématiquesDepuis quelques années, on trouve dans la littérature sienti�que, onnus sous le nomde systèmes non entiers ou frationnaires, des modèles de transfert qui font apparaître,non pas l'opérateur de Laplae s mais un opérateur de type sα qui symbolise ladérivation non entière : donnons les deux dé�nitions admises de ette dérivée.Dé�nition de Riemann-Liouville La dérivée d'ordre α (α < 1) d'une fontion fontinue, est par extension de la notion de dérivée, l'intégrale suivante :
Dα(f(t)) = f(0)

t−α

Γ(1 − α)
u(t) +

∫ t

0

θ−α

Γ(1 − α)
D1(f(t− θ))dθoù u(t) est la fontion éhelon unitaire et où D1(f(t)) est la dérivée première de lafontion f(t).Dé�nition de Grunwald-Letnikov Cette deuxième dé�nition de la dérivée non entièred'une fontion est donnée par une série et pourra don être utilisée pour le alulnumérique de la dérivée.

Dα(f(t)) = lim
h→0

1

hα

∞
∑

k=0

(−1)k (α
k ) f(t− kh)où (α

k ) = Γ(α)
Γ(k)Γ(α−k) et où Γ( ) est la fontion gamma, extension de la fontionfatorielle.Si la fontion est ausale et si h est petit, on peut aluler numériquement la dérivéepar l'expression :

Dα(f(tm)) =
1

hα

m
∑

k=0

(−1)k (α
k ) f(tm−k)En appelant h le pas de disrétisation du temps, en notant que f(ti) = f(ih) et sahantque µj,α = (−1)j (α

k ) on a alors la réurrene suivante :
µ0,α = 12On pouvait faire autrement en réant un veteur de systèmes linéaires retardés ave un liste typée,par exemple SLR=tlist(['r','num','den','retard','dt'℄,N,D,RET,dom).161



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiqueset
µj,α = (1 − α+ 1

j
)µj−1,αet ei pour j = 1 · · ·m.Ces deux dé�nitions sont identiques si la fontion f(t) est n − 1 fois ontinûmentdérivable et si l'opérateur Qn(f) est intégrable sur l'intervalle de temps [0, t].Quelques propriétés de la dérivation non entière C'est un opérateur linéaire, onpeut analytiquement trouver les expressions de la dérivée α ieme de ertaines fontionsrelativement simplement, des exemples :

Dα(exp(zt)) = zα exp(zt)

Dα(cos(ωt+ ϕ)) = ωα cos(ωt+ ϕ+ α
π

2
)

Dα(sin(ωt+ ϕ)) = ωα sin(ωt+ ϕ+ α
π

2
)

Dα(exp
t
τ sinωt) = Rα exp

t
τ sin(ωt+ αθ)ave : R =| 1

τ
+ jω | et θ = arg( 1

τ
+ jω) (j2 = −1)Une autre propriété intéressante pour dérire un système par son transfert, est latransformée de Laplae de la dérivée non entière :On montre que pour une fontion ausale f(t) on a :

L(Dαf(t), s) = sαL(f(t), s)ainsi on déduit failement des modèles sous forme transfert.Deux exemples :
Gexplicite(s) =

K

1 + (τs)α

Gimplicite(s) =
K

(1 + τs)αii α est un réel. Je donnerai par la suite deux modèles issues d'expérienes onrètes,mais avant introduisons la notion d'équations di�érentielles généralisées.Equations di�érentielles généralisées A partir de es modèles on peut retrouverl'équivalent des équations di�érentielles ordinaires en les dé�nissant omme des relationslinéaires où intervient l'opérateur de dérivation non entière, par exemple, si l'on onsidèrele modèle expliite, on obtient l'équation :
ταDα(y(t)) + y(t) = Ku(t)et si α = 1 on retrouve l'équation di�érentielle ordinaire du premier ordre.162



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesSolutions analytiques de es équations exotiques A partir des propriétés de latransformée de Laplae, ave une exellente table de transformées[9℄, on peut quelquefoistrouver l'original y(t) à partir de u(t) et des onditions initiales (sur la fontionet ses dérivées non entières). Ces solutions analytiques (quand on les trouve) fontgénéralement appel aux fontions spéiales (fontion Γ( ), Erf( ) , de Mittag-Le�eret...).10.3 Comment faire une simulation temporelle d'unsystème non entier ?On entre ii dans le domaine de la reherhe, il n'est pas question d'utiliser l'outillassique que l'on trouve dans les logiiels de simulation, à savoir le groupe de programmesfortran ODEPACK (qu'utilise l'instrution sim()), qui ne traite que des équationsdi�érentielles ordinaires (mises sous forme de systèmes di�érentiels ou sous formed'équations d'état éventuellement). Mais avant donnons quelques exemples de systèmesà modèles � exotiques �.10.3.1 Exemples de modélisation de système non entier : unsystème distribué3Je rappelle d'abord le onept de système non entier en introduisant la notion detransfert en prenant un exemple lassique, à savoir l'équation de la propagation de lahaleur (di�usion). Cet exemple a été traité, dans ma jeunesse ( ! !), dans le ours deMéthodes Mathématiques de la Physique par la transformée de Laplae.Considérons une barre uniforme, isolée, onstitué d'un matériau homogène dont leoe�ient de ondution positif est noté C = c2.On hau�e ette barre (ommande : u(t) �ux de haleur) à une extrémité d'absisse
x = l : la température de la barre T (x, t) mesurée par rapport à la température initiale
T0 (homogène) de la barre, véri�e l'équation de la haleur à savoir

c2
∂T (x, t)

∂t
=
∂2T (x, t)

∂x2ave les deux onditions (initiale et aux limites) suivantes
∂T (0, t)

∂t
= 0

∂T (l, t)

∂x
= u(t)Dans tout l'exerie on prendra omme variable de sortie la température à l'autreextrémité de la barre : x = 0, (voir FIG. 10.4), on dé�ni pour ette variable spatiale

x = 0 un système noté SYS0 et pour une absisse x quelonque on aura un système3On lira ave intérêt le vieil artile de G.JUMARIE sur la notion de p�les et résidues généralisés.[8℄.163



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques

x0 l

u(t)

T(x,t)

x

y(t)=T(0,t)

y(x,t)=T(x,t)u(t)u(t) .........y(t)=T(0,t)
SYS0 SYSXFig. 10.4: Ehau�ement d'une barre.noté SYSX. En prenant la transformée de Laplae de ette équation (la variable t esttransformée en la variable s), on obtient :

∂2

∂x2
T (x, s) = c2sT (x, s) − c2T (x, 0)équation di�érentielle linéaire par rapport à la variable x (T (x, s) est la transformée deLaplae de T (x, t)). En intégrant ette dernière équation ompte tenu des onditionsaux limites on obtient :

T (x, s) = y(x, s) =
exp(cx

√
s) + exp(−cx√s)

c
√
s(exp(cl

√
s) − exp(−xl√s))u(s)Pour une abisse donnée x on a un transfert (fontion de transfert) qui vaut :

G(x, s) =
exp(cx

√
s) + exp(−cx√s)

c
√
s(exp(cl

√
s) − exp(−cl√s))et omme as partiulier pour x = 0 on a :

G(0, s) = G0(s) =
2 exp(−cl√s)

c
√
s(1 − exp(−2cl

√
s))ette fontion (de transfert n'est pas un rapport de deux polyn�mes de la variableomplexe s) et fait de plus apparaître seulement la variable omplexe √

s : on peutdire que l'on a un système non entier. 164



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesRemarque : on trouvera dans les ouvrages de mathématique la solution temporelleexate quand u(t) = u0, réponse à un éhelon. De même e système étant ausal on adon, au sens des distributions, une relation entrée-sortie de la forme
y(0, t) =

∫ t

0

h0(t− τ)u(τ)dτave h0(t)
4 la transformée de Laplae inverse (au sens des distributions) de G0(s).Théoriquement ette dernière relation doit nous permettre de aluler la réponse àtout type de signal, onnaissant h0(t) (théorème de onvolution).10.3.2 Exemples de systèmes non entiers, modèle à dérivée nonentièreModèle utilisé en résistane des matériaux Quand un système fait intervenir laphysique des surfaes et des interfaes, quand on étudie des proédés mettant en oeuvredes phénomèmes visoélastiques, quand on étudie la di�usion fratale, on est amené lorsde la modélisation du système, à introduire la notion de dérivée non entière [6, 7℄ d'unevariable (dérivation au sens de Riemann-Liouville) : voii un exemple de modélisation5.L'étude d'un matériau visoélastique en régime harmonique a onduit Vinh[10℄ àexprimer le module de Young omplexe E(jω) sous la forme :

E(jω) =
σ(jω)

ǫ(jω)
= E0

∏i=n

i=0 (1 + (jTiω)αi)
∏k=q

k=1(1 + (jTkω)αk)Une formule simpli�ée de ette expression, où σ(jω) est la ontrainte omplexe, et
ǫ(jω) la déformation omplexe, peut être utilisée pour de nombreux matériaux, et l'onobtient :

E(s) =
σ(s)

ǫ(s)
= E0

1 + (T1s)
α1

1 + (T2s)α2e modèle dit à quatre paramètres, peut être onsidéré pour les automatiiens, ommeun système non entier et son étude fréquentielle par Silab ne pose pas de problèmespartiuliers6 : voii un exemple de programme Silab. L'exemple proposé dans l'artilede M. SOULA et Y. CHEVALIER est le suivant :
E(s) = 1, 005

1 + 1
3,23 ( s

650 )0,65

1 + ( s
650 )0,65as partiulier du modèle plus général :

E(s) = E0

1 + 1
Z

(T1s)
α

1 + (T1s)α4Cette réponse impulsionnelle est malgré tout une fontion au sens lassique du terme : on peuttrouver son expression à partir de G0(s) ave une bonne table de transformées de Laplae (A.ERDELYI, ..., TABLE OF INTEGRAL TRANSFORMS, MCGRAW HILL, NEW YORK, 1954).5Cet exemple est extrait de l'artile de M. SOULA et Y. CHEVALIER, ESAIM Vol. 5, 1998, pages193-204.6Je ne dirais pas la même hose pour l'étude des réponses temporelles !165



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesela ressemble à un réseau orreteur à retard de phase non entier : dans e réseau onintroduit un nouveau paramètre à savoir α. Je donnerais par la suite, le programmepermettant d'étudier la réponse fréquentielle de e modèle.Modèle issue de l'életrohimie www-ist.ea.fr/publiea/ Ce modèle est eluid'un apteur permettant de déteter de manière séletive et reprodutible la présened'un omposé biohimique (protéine, ADN, moléule toxique).Cette équipe de herheurs a introduit un modèle dit de Randles (impédane omplexede Randles) qui a la forme suivante :
Z(jω) = Re +

Rt(jω)0.5 + σ
√

2

CdRt(jω)1.5 + σ
√

2Cd(jω) + (jω)0.5les paramètres intervenants dans ette équation sont des résistanes (Re, Rt) uneapaité (Cd) et un paramètre de di�usion σ.10.3.3 Utilisation de la transformée de LaplaeComme je l'ai dit au paragraphe 10.1 il n'est pas question d'utiliser le groupe deprogrammes ODEPACK pour simuler les réponses temporelles d'un système non entier.L'idée qui vient naturellement à l'esprit quand on a modélisé un système non lassiquesous forme transfert est de reherher hez les analystes numériiens des méthodespermettant d'inverser l'intégrale de Laplae, à savoir aluler d'une manière numériquel'équation :
f(t) =

1

2πj

∫ a+j∞

a−j∞
f(s) exp(st)dsave omme ondition : a > c, c étant tel que f(s) onverge pour R(s) > c.A ma onnaissane il n'existe que quelques programmes fortran permettant d'inversernumériquement une transformée de Laplae (qui ne soit pas un rapport de deuxpolyn�mes, ar alors on intègre un système di�érentiel).Revue de détail ( ! ) pour le alul d'une réponse temporelleUtilisation de la linéarité et de la onvolution Mis à part les systèmes linéaireslassiques, dans ertain as on peut ave l'aide d'une bonne table de transformée deLaplae inverse, et si l'on peut mettre la transformée de Laplae sous la forme :

f(s) =
k=N
∑

k=1

fk(s)gk(s)onnaissant les originaux de fk(s) et de gk(s) (à savoir fk(t) et gk(t)), alors on aurapour l'original de f(s) l'expression :
f(t) =

k=N
∑

k=1

fk(t) ⋆ gk(t)166



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesou l'opérateur � ⋆ � représente la onvolution entre les deux fontions fk(t) et gk(t).La mise en oeuvre numérique de la onvolution pose un ertain nombre de problèmes :la préision sur le résultat peut être très aléatoire.Inversion de fontions méromorphes Si la fontion f(s) dont on reherhe l'originalest méromorphe (i.e n'a que des p�les) alors la théorie des résidus dit que l'inversionde l'équation de Laplae se résume à aluler l'intégrale le long d'un ontour ferméomprenant la droite [c− j∞, c+ j∞] et un demi erle situé à gauhe du planomplexe, de rayon in�ni. Si pour t > T on a | exp(sT )f(s)| < A|s|−kave k > 0l'intégrale le long du demi erle est nulle et l'inversion de l'intégrale de Laplae revientau alul des résidus relatifs aux p�les.Inversion utilisant la formule de quadrature de Gauss Si F (s)est une transformée deLaplae ayant pour expression F (s) = s−µG(s−1) ave µ ≥ 1 et G(s−1) un polyn�mede degré N , alors on trouve failement l'original f(t) numériquement en utilisant npoints de la formule de quadrature de Gauss, ave 2n − 1 ≥ N . On montre que si
F (s) = s−µG(s−1) alors :

f(t) =
1

2πj

∫ c+j∞

c−j∞
F (s) exp(st)dssoit si u = st :

f(t) =
tµ−1

2πj

∫ ct+j∞

ct−j∞
exp(u)u−µG(

u

t
)duou enore

f(t) ≃ tµ−1
N
∑

k=1

AkG(
uk

t
)Cette approximation donne la valeur exate de l'original haque fois que G(s) est unpolyn�me en s−1 de degré inférieur ou égal à 2N−1 : le problème d'analyse numériqueonsiste don à trouver d'une part les valeurs de uk et ensuite les nombres Ak.Résolution numérique d'une équation di�érentielle non entière On peut ommeon l'a dit dans le paragraphe préédent utiliser la deuxième expression pour la dérivéenon entière et utiliser la somme :

Dα(f(tm)) =
1

hα

m
∑

k=0

(−1)k (α
k ) f(tm−k)ave h le pas de disrétisation du temps, en notant que f(ti) = f(ih) et sahant que

µj,α = (−1)j (α
k ) on a alors la réurrene suivante :

µ0,α = 1et
µj,α = (1 − α+ 1

j
)µj−1,α167



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiqueset ei pour j = 1 · · ·m. C'est es équations qu'il faut programmer ave le logiiel sousforme d'une fontion érite en C ou en fortran, ou une fontion en language Silab.10.3.4 Programmes de simulation fréquentielle des systèmesexotiquesJe donnerai ii quelques exemples de simulation des réponses fréquentielles ave laboîte à outils que je propose.� Modèles Gimplicite et modèle Gexplicite. On rée dans des �hiers le modèle gainphase de es deux fontions de transfert, ainsi que le modèle du premier ordre quinous servira de omparaison. Voii les fontions Gimpliciteet Gexplicite.funtion[dbexp,phexp℄=Gexpliite(fr,a)den=1+(2*%pi*fr*%i)^adbexp=-(20/log(10))*log(abs(den))phexp=-(180/%pi)*atan(imag(den),real(den))endfuntionfuntion[db1pli,ph1pli℄=Gimpliite(fr,b)den=(1+2*%pi*fr*%i)^bdb1pli=-(20/log(10))*log(abs(den))ph1pli=-(180/%pi)*atan(imag(den),real(den))endfuntion� Modèle utilisé en résistane des matériaux nommé Gresismat qui ii est omparéà un retard de phase lassique.
E(s) = 1, 005

1 + 1
3,23 ( s

650 )0,65

1 + ( s
650 )0,65A�n de travailler plus simplement je prendrais des variables reduites à savoir

E(s)
1,005 , s

650 , ii a = 1
3,23 et en�n α = 0, 65. Le modèle est don de la forme

Gresismat(s) = 1+a(s)α

1+(s)α (e modèle sera omparé au modèle retard de phase
Gretardphase(s) = 1+as

1+s
a > 1).funtion[dbmat,phmat℄=Gresismat(fr,,d)den=1+(2*%pi*fr*%i)^num=1+d*(2*%pi*fr*%i)^// ordre de dérivation, d le terme onstant du numérateurdbmat=(20/log(10))*(log(abs(num))-log(abs(den)))phmat=(180/%pi)*(atan(imag(num),real(num))-atan(imag(den),real(den)))endfuntion. 168



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesJe ne donne pas les programmes issues du modèle életrohimique maisave ette méthode ils ne posent auun problème. En�n le programmepermettant de traer les lieux.-->s=%s;Gpremier=syslin('',1/(1+s));-->Guns=syslin('',poly(1,'s',''),1);//je définis le système 1(s)-->;getf("/home/lpovy/SCILAB/AUTOENCOURSLYX/point-se-si/Gimpliite.se");Warning :redefining funtion : Gimpliite-->;getf("/home/lpovy/SCILAB/AUTOENCOURSLYX/point-se-si/Gexpliite.se");Warning :redefining funtion : Gexpliite-->SL=list([Gpremier;Guns;Guns℄,list(0,Gexpliite,Gimpliite))//dans la seonde liste il y a 0//(zéro seonde de retard pur en série//ave un premier ordre) et deux fontions-->a=.5;b=0.5;//variables globales valeurs de l'ordre de dérivation-->om=['Gpremier','Gexpliite','Gimpliite'℄-->bbode(SL,.01,10,om) 169



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques
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10.4 Essai de synthèse d'un système boulé à retardA vous de jouer ! pour eux qui sont partiulièrement ompétents.10.4.1 Approximation du retard pur : approximants de PadéUne méthode lassique (voir le logiiel Matlab) pour traiter les systèmes à retardpur (sur les entrées ou les sorties) onsiste à approximer exp(−Ts) par une frationrationnelle stable possédant des p�les et zéros symétriques par rapport à l'axe imaginaire :on réalise un déphaseur pur. Une bonne façon de trouver ette approximation est de170



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesfaire :
RTn =

(

1 − T
2n
s

1 + T
2n
s

)n

RTn =

(

2n− Ts

2n+ Ts

)n

n prenant une valeur entière 1, 2, 3 · · · Voyons ave Silab les di�érenes sur la réponsefréquentielle (on prend T = 1 e qui ne hange rien : ar dans l'expression préédenteseul le produit Ts apparaît). Voii un programme permettant de omparer les lieux deBode d'un retard pur et des approximants de Padé pour n = 1, 2, 3, 4, 5.-->s=%s;-->RT1=(2-s)/(2+s);RT2=((4-s)/(4+s))^2;-->RT3=((6-s)/(6+s))^3;RT4=((8-s)/(8+s))^4;-->RT5=((10-s)/(10+s))^5;-->UNS=syslin('',poly(1,'s','')/poly(1,'s',''))//Création de la transmittane 1(s)-->SL=list([UNS;RT1;RT2;RT3;RT4;RT5℄,[1,0,0,0,0,0℄);Ii une remarque : à la transmittane 1(s) je rajoute un retard pur de 1 seonde, auxautres transmittanes des retards nuls.-->om=['exp(-s)';'n=1';'n=2';'n=3';'n=4';'n=5'℄;-->bbode(SL,.1,1,om)On peut voir ii que pour n supérieur ou égal à 4 on a, en phase, une bonneapproximation dans la gamme de fréquene [0,1 , 0,5 Hz℄, (j'ai pris T=1 pour normaliserles résultats). On peut don pour ette gamme de fréquenes relatives faire la synthèsed'une manière lassique. Ii 'est inutile de traer les lieux de Blak ar le gain esttoujours égal à un.10.4.2 Etude de la stabilité des systèmes boulés à retard [4℄Comme le proposent les auteurs du livre préédemment mis en référene, le systèmeretardé onsidéré (régime libre) a pour équation :
dX

dt
= AX(t) +BX(t− T ), avecX ∈ Rn, T > 0.On dira que X(t) est le veteur d'état instantané. L'état du système est le veteurde fontions Xt(θ) = {X(t + θ), −T ≤ θ < 0}. Quant au veteur X0(θ) 'est unveteur ontenant n fontions dé�nies et ontinues sur l'intervalle [ −T 0

]. Pourles urieux on trouvera un modèle analogue, par le alul opérationnel appliqué auxéquations di�érentielles à argument retardé [9℄ (quand les oe�ients de ette équationsont onstants).On montre qu'en étudiant l'équation aratéristique donnée par l'expression :
p(s, T ) = det(sI −A−B exp(−Ts)) = 0171



10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiques
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10 Utilisation du logiiel pour simuler les systèmes à retard pur et des systèmes exotiquesle système retardé est stable si et seulement si son équation aratéristique ne possèdepas de zéros dans le demi plan droit du plan omplexe, même à l'in�ni.Plus généralement, pour un système ausal dé�ni par une relation de onvolution
y(t) =

∫ t

0

h(t− τ)u(τ)dτou enore par un transfert (setion 9.2.1) de la forme
y(s) = G(s)u(s)le système est Lp − stable, p entier positif, si pour toute entrée u(t) ∈ Lp, (u(t)loalement intégrable et ∫∞

0
|u(t)|pdt <∞), alors la sortie y(t) est aussi dans Lp.
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11 Conlusion provisoireLe but de e doument est d'initier l'étudiant à l'automatique de base, en élairantà l'aide du logiiel de simulation qu'est Silab le premier ours d'automatique. Pourun étudiant, il serait souhaitable de refaire les exeries proposés. De même j'ai faitune petite introdution aux systèmes à retard et systèmes que j'ai appelé exotiques, lesujet reste ouvert et toute ontribution et orretion est souhaitable : vous onnaissezmon adresse, vous pouvez aussi omplèter e doument que je donne au format .lyxet au format .tex.
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12 Annexes12.1 Annexe 1 : Bibliothèque � autoelem �Nous allons donner dans et annexe les programmes spéi�ques permettant d'étudierles systèmes à modèles ontinus possédant ou non des retards purs.12.1.1 Programmes d'algèbre et d'automatiqueCes programmes (maros) érit en language Silab, traitent de problèmes d'algèbreet de problèmes spéi�ques à l'automatique lassique.La fontion bodfat.si : ette fontion algébrique, fatorise un polyn�me p(s),une fration rationnelle f(s), un système linéaire sl(s), sous la forme lassique deBode : en retournant un ensemble de veteurs [K,L,TN,TD℄.1. K : C'est la valeur de l'expression sLf(s) pour s = 0 : gain statique du systèmeou gain statique en vitesse ...2. L : C'est le nombre entier, positif, négatif ou nul, de zéros (ou p�les) nuls de f(s)(nombre de dérivations ou d'intégrations de ette fontion).3. TN : Veteur olonne dont haun des éléments est un polyn�me du premieret/ou seond degré de la forme 1+ τ1s ou 1+ τ2 + τ3s
2 (as de raines omplexesonjuguées).4. TD : Même hose que pour TN mais e veteur onerne le dénominateur.La fontion dbphifr.si : ette maro est spéi�que à l'automatique, et elle remplaeavantagement les deux fontions phasemag.si et dbphi.si. Cette maro peut êtreutilisée ave des polyn�mes (type 2), des frations rationnelles, des systèmes ontinus,éhantillonnés, linéaires (type 16), ave retard pur ou élément fontion de la fréqueneen asade pour les modèles ontinus (type 15). Vous verrez le manuel de ette fontionpour la syntaxe. Vous trouverez ette fontion dans le répertoire .../autoelem. Cettefontion ainsi que la fontion rrpfreq.si utilise la fontion bodfat.si pour faire lealul du gain et de la phase ou pour aluler la réponse omplexe pour rrpfreq.si.12.1.2 Programmes de traé de lieuxA�n de pouvoir traer les divers lieux fréquentiels pour des systèmes partiuliers,à retard pur par exemple, j'ai retouhé les inq diagrammes à savoir Bode, Blak,Nyquist, Bode de gain seul : les nouvelles fontions se nomment : bbode.si, bblak.si,nnyquist.si, ggainplot.si, et sont aussi situées dans le répertoire .../autoelem.175



12 Annexes12.2 Annexe 2 : Comment faire pour utiliser votrebibliothèqueLe but de e dernier exposé est de pouvoir d'une manière temporaire ou dé�nitiveexploiter des maros que vous avez testées ave Silab.� Utilisation temporairePour une utilisation temporaire de maros Silab il su�t de faire :;getd('hemin_du_repertoire/repertoire') dans une fenêtre Silab. Toutesles maros (�hiers texte ave le su�xe .si) situées dans repertoire serontompilées et disponibles à partir de et instant. Mais l'inonvénient de etteméthode est qu'il faut, à haque session Silab, retaper ette ommande a�nd'avoir aès aux fontions ontenues dans ette bibliothèque.� Utilisation dé�nitiveUn onseil : si vous êtes sur que vos programmes ne ontiennent pas d'erreurs,vous pourrez les utiliser d'une manière dé�nitive en exéutant les ommandessuivantes :1. En étant administrateur, vous devez réer un répertoire que je nomme jojo dansle répertoire : SCI/maros (SCI étant par exemple le répertoire /usr/loal/silab-N�.X).Vous donnerez les mêmes droits à e répertoire qu'aux répertoires situés dans.../maros.2. Rapatriez toutes vos fontions, et mettez les dans e répertoire nouvellementréé.3. Vous devez maintenant ompiler toutes les fontions : Dans la fenêtre de Silabexéutez la ommande : genlib('jojolib','SCI/maros/jojo')4. Ouvrez ave un éditeur de texte (emas par exemple) le �hier texte silab.star�hier située dans SCI et à la ligne 58 insrivez : load('SCI/maros/jojo/lib')en ouvrant à nouveau Silab vous aurez maintenant aès à toutes les fontionsSilab ontenues dans le nouveau répertoire. Vous pouvez maintenant ave l'instrutionwho voir que la bibliothèque jojolib est à votre disposition. Cette façon deproéder s'applique aussi bien ave Linux que Windows95, 98, Windows2000mais pas ave Windows Millenium semble t' il.5. Pour utiliser le manuel en ligne (les �hiers .at qui sont donnés ave la boîteà outils), mettre es �hiers dans le répertoire SCI/man/ontrol par exemple etrajouter au �hier texte whatis les noms des nouvelles fontions ave la mêmesyntaxe :abd - state-spae matries �abdbbode - Bode diagram �bbode� Troisième méthodeVous pouvez en�n utiliser la méthode onseillée par l'organisation Silab.org, aren plus du doument que je donne au format .pdf vous trouverez aussi un grandrépertoire (une boîte à outils) onstruit suivant les reommandations préoniséespar e site : le titre e nomme � Guide for the toolboxes ontibutions (generalappliation) �. 176



12 Annexes12.3 Annexe 3 : Un peu de alul matriielLe but de ette annexe est de proposer quelques exeries d'algèbre linéaire trèsutiles pour l'automatiien.12.3.1 Veteurs, matriesVeteurs de nombresDans Silab on peut dé�nir des veteurs, des matries de nombres, réels, omplexes,booléens, des veteurs et matries de polyn�mes, de frations rationnelles et même dehaînes de aratères.-->v=[2,-3+%i,7℄v =! 2. - 3. + i 7. !Création d'un veteur ligne : des rohets, les éléments de la ligne séparés par desvirgules ou des blans.-->v'ans =! 2. !! - 3. - i !! 7. !Calul de veteur transposé : le ' .-->w=[-3;-3+%i;2℄w =! - 3. !! - 3. + i !! 2. !Un veteur olonne : des rohets, les éléments de la olonne séparés par des pointsvirgules.-->v'+wans =! - 1. !! - 6. !! 9. !Somme de deux veteurs olonnes-->v*wans =16. - 6.iProduit d'une ligne par une olonne, 'est un salaire.-->w'.*vans =! - 6. 10. 14.!Produit élément par élément d'une ligne par une ligne : signe .* . Les élémentsonstitutifs des veteurs lignes sont séparés par une virgule ou un blan (espae),177



12 Annexestandis que pour un veteur olonne, on utilise le point virgule. Ces signes di�érentientun veteur ligne d'un veteur olonne. La matrie vide est représentée par [℄, elle n'aauune ligne, auune olonne. On notera que la transposition d'une matrie se fait enutilisant le signe '. Ce signe est aussi utilisé pour aluler le omplexe onjugué d'unnombre. Les opérations de multipliation et de division sont obtenues par les signes* et / ; elles onernent les salaires, les veteurs, les matries. Quant aux signes .*et ./ , ils représentent la multipliation et division, élément par élément, utiles pourles veteurs et matries. Quand vous dé�nissez un veteur ligne faites attention à laposition des blans . L'exemple i-dessous l'illustre.-->v=[1 +3℄//on pouvait fairev=[1,+3℄v =! 1. 3.!//mais-->w=[1 + 3℄w =4-->w=[1+3℄w =4.Faites ii attention à la position des espaes ! On peut aussi onstruire un veteurd'une manière inrémentale.-->v=5:-.5:3v =! 5. 4.5 4. 3.5 3. !Le veteur résultat ommene par la première valeur donnée, ii 5 et les élémentsde la ligne sont inrémentés de -.5, jusqu'à la valeur 3. Si l'inrément est égal à unon peut se ontenter de l'instrution :-->i=1:5i =! 1. 2. 3. 4. 5.!Deux instrutions spéiales ones et zeros dé�nissent des veteurs onstitués de unsou de zéros.-->v=[1 5 6℄v =! 1. 5. 6. !-->ones(v)ans =! 1. 1. 1. !-->ones(v')ans =! 1. !! 1. !! 1. ! 178



12 Annexes-->ones(1:4)an =! 1. 1. 1. 1. !-->3*ones(1 :4)ans =! 3. 3. 3. 3. !-->zeros(v)ans =! 0. 0. 0. !-->zeros(1:5)ans =! 0. 0. 0. 0. 0.!On remarquera que les deux instrutions préédentes remplaent un veteur quelonque,ii v , par un veteur de même dimension onstitué de uns ou de zéros.Les matries onstantesLes éléments d'une ligne de la matrie sont séparés par des virgules ou des espaes,les éléments d'une olonne par points virgules. La multipliation de matries pardes salaires, des veteurs ou par d'autres matries e fait d'une manière habituelle.L'addition et la soustration se fait élément par élément, la multipliation et la divisionse font d'une manière habituelle et utilisent respetivement les opérateurs * et / . Nepas onfondre ave la multipliation élément par élément que l'on verra par la suite.-->A=[2 1 4 ;5 -8 2℄A =! 2. 1. 4. !! 5. - 8. 2. !-->b=ones(2,3)b =! 1. 1. 1. !! 1. 1. 1. !On dé�nit la matrie dont les éléments sont des uns. Les instrutions ones et zeros(matrie de zéros)peuvent être utilisées ave des matries retangles.-->A.*bans =! 2. 1. 4. !! 5. - 8. 2. !Ii on fait le produit élément par élément, de la matrie A par b.-->A*b'ans =! 7. 7. !! - 1. - 1. !On notera que l'instrution ones qui possède ii deux arguments séparés par unevirgule, rée une matrie de dimensions égales aux arguments. Cei est aussi valablepour l'instrution zeros. 179



12 AnnexesOn peut aussi onstruire une matrie de zéros ou de uns de même dimension qu'unematrie préédemment dé�nie par les instrutions :-->b=ones(A)-->=zeros(A)Si l'on doit réer une matrie (ou une instrution) de grande dimension, on peutérire (ette matrie, ette instrution) sur plusieurs lignes en mettant à la �n dehaque ligne trois points.-->U=[1 2 3 0 0 ;...-->1 2 5 0 0 ;...-->1 2 5 0 0℄U =! 1. 2. 3. 0. 0.!! 1. 2. 5. 0. 0.!! 1. 2. 5. 0. 0.!Une autre instrution intéressante est l'instrution eyes(). Voii deux exemples.Par exemple la matrie unité de rang 4.-->=eye(4,4) =! 1. 0. 0. 0. !! 0. 1. 0. 0. !! 0. 0. 1. 0. !! 0. 0. 0. 1. !La matrie unité dé�nie par l'instrution eyes(n,m).-->=eye(3,2) =! 1. 0.!! 0. 1.!! 0. 0.!La matrie unité de même dimensions que la matrie A.-->I=eye(A);Dé�nir une matrie diagonale dont les éléments sont les omposantes d'un veteur,ii le veteur b-->b=[2 1 4 5 -8 2℄b =! 2. 1. 4. 5. - 8. 2.!-->B=diag(b)B =! 2. 0. 0. 0. 0. 0. !! 0. 1. 0. 0. 0. 0. !! 0. 0. 4. 0. 0. 0. !! 0. 0. 0. 5. 0. 0. !! 0. 0. 0. 0. - 8. 0. !! 0. 0. 0. 0. 0. 2. !On peut extraire le veteur, diagonale prinipale d'une matrie, en appliquant lamême instrution. 180



12 Annexes-->=diag(B) =! 2. !! 1. !! 4. !! 5. !! - 8. !! 2. !De même il existe deux instrutions triu et tril (pour triangulaire supérieure ettriangulaire inférieure), (upper, lower), pour extraire respetivement la partie triangulairesupérieure et la partie triangulaire inférieure d'une matrie. Attention, ne pas onfondrees deux instrutions ave l'instrution trianfml qui e�etue une triangularisation,en faisant une série de ombinaisons linéaires sur les lignes. Une matrie utile est lamatrie rand(?,?) qui génère une matrie de nombres pseudo-aléatoires suivant uneloi uniforme sur l'intervalle [0, 1[.-->ALE=rand(2,3)ALE =! 0.5442573 0.2312237 0.8833888!! 0.2320748 0.2164633 0.6525135!Une autre partiularité du logiiel réside dans le fait que l'on peut utiliser lesfontions d'algèbre lassique ave des matries : on applique es fontions à haundes éléments de la matrie. Exemples :-->ALE=rand(2,3);-->SALE=sqrt(ALE)SALE =! 0.5546252 0.4632502 0.6013619!! 0.9658994 0.5591440 0.5405799!-->EALE=exp(ALE)! 1.3601692 1.239367 1.4356764!! 2.5420266 1.367032 1.3394066!On a dé�ni deux matries dont les éléments sont les raines arrées et les exponentiellesde haun des éléments de la matrie de départ.Mais il existe en plus dans ertains as, des fontions de matrie omme l'exponentielled'une matrie arrée. Le nom de es fontions se termine par un m.-->ALE=ALE([1 2℄,[1 2℄)ALE =! 0.3076091 0.2146008!! 0.9329616 0.3126420!J'ai extrait de la matrie une sous matrie arrée.-->TM=tanm(ALE)TM =! 0.4007827 0.2599590!! 1.130153 0.4068794!-->EX=expm(ALE)EX = 181



12 Annexes! 1.4988522 0.3024921!! 1.3150629 1.5059464!-->SQM=sqrtm(EX)SQM =! 1.1955973 0.1263459!! 0.5492800 1.1985604!Les matries, veteurs, de haînes de aratèresComme pour les veteurs et matries de salaires on peut dé�nir des veteurs etmatries de haînes de aratères. On utilise pour ela des apostrophes simples oudoubles. De même qu'il existe des fontions traitant des matries de salaires, dansle logiiel, il existe des fontions spéiales manipulant des matries de haînes dearatères.-->A=['x','y";"z','w+v'℄A =! x y !! z w+v!-->AT=trianfml(A)AT =! z w+v !! !! 0 z*y-x*(w+v)!-->x=4;y=-2;z=5;w=1;v=8;-->EVAL=evstr(AT)EVAL =! 5. 9. !! 0. - 46.!On a dé�ni une matrie de haînes de aratères, puis on a réalisé une triangularisationde ette matrie, et en�n on évalue la valeur de ette matrie. Vous verrez qu'il existede nombreuses fontions traitant les matries de haînes de aratères, ei permet deréer et manipuler des fontions.Les matries, veteurs, de polyn�mes et de frations rationnellesComme nous l'avons vu au ours de e doument, Silab est apable de manipulerdes veteurs, des matries de polyn�mes et de frations rationnelles. Je n'insisteraisdon pas sur e point.Calul matriielA faireAppliation à l'automatiqueA faire 182



12 Annexes12.4 Annexe 9 : LienesLuien Povyluien.povy�free.frCopyright © 2007 L.Povy12.4.1 Liene GNU GPLLes programmes qui sont dans la boîte à outils autoelem sont distribués selon lestermes de GPL v2.GNU GENERAL PUBLIC LICENSE Version 2, June 1991.http://www.gnu.org/lienses/lienses.fr.html#GPL12.4.2 Liene GNU FDLQuant aux douments ils sont soumis à la liene GNU FDL. (Même site que pourla liene GNU GPL). Permission vous est donnée de distribuer, modi�er, modi�erdes opies des pages des douments fournis, tant que es notes sur les lienes et leCopyright apparaissent.
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