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Dénombrements et Calculs Sommatoires Dénombrement
Ensembles dénombrables
Calculs Somatoires

1: Dénombrement

Le nombre d'éléments d'un ensemble fini E, appelé cardinal sera
noté |E|.
Rappels : on suppose que |E| = n,|F| = m et que p € [|1; n|].

@ Le nombre d'application de E vers F est égal a m” : ainsi

IFE| = |1
@ Lorsque m = n, le nombre de bijection de E sur F est égal a
n!.

@ Le nombre d'injection de [|1; p|] vers [|1; n|] est égal a
|
Al = o = n(n=1)...(n—p+1).
@ Le nombre de parties de E ayant p éléments est égal a

P _ iﬁ _ n!
Cn = p! = pi(n—p)!
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Dénombrements et Calculs Sommatoires Dénombrement
Ensembles dénombrables
Calculs Somatoires

2: Ensembles dénombrables

Definition
un ensemble est dit dénombrable si et seulement si il existe u ne

bijection de N sur E.
Ainsi, on peut alors théoriquement "numéroter” tous les éléments

de E et écrire que E = {x,,n € N}.

Proposition
o Toute partie d’'un ensemble dénombrable est finie ou
dénombrable.
e Si Eq,...,E, sont dénombrables, alors Ey x Ex x ... x E, est
dénombrable
@ Si | est dénombrable et si Vi € I, E; est dénombrable, alors
Ui, Ei est dénombrable
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Dénombrements et Calculs Sommatoires Dénombrement
Ensembles dénombrables

Calculs Somatoires

Exemples:
@ 7,7 X 7Z,Q sont dénombrables;
o {0, 13N, P(N), R, [0, 1] ne sont pas dénombrable.
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Dénombrements et Calculs Sommatoires Dénombrement
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Coefficients binomiaux

o C"P=CPet CPl4+CP =CF (Triangle de Pascal)

° icnk chk =21, Zk2Ck +1)2n2
P

Z crcerk=cP,,

k=
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Suites géométriques

n
Pour pourx # 1,, Zxk =
1—x"t
ZX e

—(n+1)x" +1
ka (1= x)

n
° Z k2xk = dériver
k=0
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Comportement Asymptotique de Suites Similitude
Similitude

Comportement Asymptotique de Suites

On se limitera dans ce chapitre au cas des suites réelles positives.

Definition

On dit que (up) est dominé par (v,), ce qu'on écrit u, = O(vy)

IA>0, dng €N/ VYn>nyg up < Av,

Proposition

O(O(un)) = O(un), O(un)+0(up) = O(un), AO(up) = O(Au,) = O(un

et

vnO(up) = O(upvy) = O(u,)O(vy)

8/17| kanber@ucam.ac.ma. Outils Mathématiques



Comportement Asymptotique de Suites Similitude
Similitude

Définition

On dit que deux suites (up) et (v,) sont semblable ce qu'on note

up = 0(vy) up = O(vy) et v, = O(up)

Exemple : Si lim 2 = [ 0 alors, up = 6(va)

Définition

On dit (up) est négligeable devant (vy,), ce qu’on écrit u, = o(vp)
Ve >0, dng € N/ Vn>ng up < ev,

Ce quit est équivalent a dire :

A(en) = 0etng € N/ Vn> nou, = €pvy
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Comportement Asymptotique de Suites Similitude
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Exemples de Références

Pour a,3>0eta>1ona:

n® =o(n’) & a < B, In®(n) = o(n®), n®=o(a"), a" = o(n!)
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Comportement Asymptotique de Suites Similitude
Similitude

Equivalence

On dit que (up) et (v,) sont équivalente, ce qu’on écrit up ~ vy
|un — va| = o(va) ce qui est équivalent a dire :

J(en) — 0 et ng € N/ Vn > noup = (1 + €n)Vn

Remarque

La relation ~ définie une relation d’'équivalence sur RN

Siup ~ ul, et v, ~ v, alors
= O(vp) = up = O(vp)
= o(vp) = up = o(vp)

v
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Comportement Asymptotique de Suites Similitude
Similitude

Sommation des Relations de Comparaisons

n
Soit (up) et (vn) deux suites positives. On note V,, = Z vk et
k=0
n
U, = ug. Si “T V,, = 400 On a les résultats suivants :
n—-+oo
k=0

@ si up, = O(v,), alors U, = O(V,)
@ si u, = o(v,), alors U, = o(V,,)

@ si u, ~ v,, alors U, ~ V,
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Comportement Asymptotique de Suites Similitude
Smﬂlnude

Comportement Asymptotique de certaln somme

On suppose que f est une fonction a valeurs positive décroissante,
continue sur [p, —|—oo[ On pose S, = Y \_, .1 f(k). On a alors
I'’encadrement suivant :

n+1 n
/ f(x)dx < S, < / f(x)dx
p+1 P
Exemples classiques :

a+1

1 1
1+-+...+—~I Inn! ~ nl k< ~
+2+ +n nn, Inn ninn, Z

13/17] kanber@ucam.ac.ma. Outils Mathématiques



Suites Récurrentes

Suites Récurrentes Linéaire de Premier Ordre

Se sont des suites vérifiant une relation de récurrence sous la forme
uny1 = a(n)u, + b(n) (E).// On se propose de donner des
méthodes permettant, lorsque c'est possible, de calculer
explicitement u,, en fonction de n, ou a défaut de donner un
équivalent de u,.

@ Principe — au cas particulier a(n) = 1.

@ On pose p(n) = H a(k) O le changement de v, = OF
k=0

@ On obtient alors

i

Vhtl = Vp + C(n), c(n) — p(l:’(j:)l)
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Suites Récurrentes

Récurrence u,.1 = au, + br"

@ Méthode rapide: lci

On obtient :

o si r# aalors u, = aa + Brk
o si r=aalors uy = (o + Bk)rk

@ En se ramenant au 2%™¢ ordre : A partir des relations
U = aug_1 + br* et ux_1 = aux_o + brk=1 on obtient :

ug —(@a+ r)ux—1 +arug_» =0
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Suites Récurrentes

Application a des suites fréquentes : Colits d'Algorithmes

T(n) une suite croissante positive vérifiant :
Vn=2k T(n) = aT(g) +6(nP)

On s'intéresse d'abord 3 la suite extraite kT (2X)
On introduit les deux suites définie par :

up = T(0) wuky1 = aug +y(2KF1)P vk >0 (1)

vo=T(0) wvip1=ave+6(251)P Vk>0 (2)
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Suites Récurrentes

Référence

Référence : D’apreés un cours d’Informatique que j’ai suivi
dans la classe de mon ancien ami et collegue DANIEL
GENOUD au lycée Lamartiniere Mon plaisir a Lyon
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