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Structures Algébriques

~ Niels Henrik Abel (1802-1829)

Mathématicien norvégien. Il est connu pour ses travaux en analyse
mathématique sur la semi-convergence des séries numériques, des suites et
séries de fonctions, les criteres de convergence d’intégrale généralisée, sur la
notion d’intégrale elliptique ; en algebre, sur la résolution des équations. Il
est a lorigine de la notion de nombre algébrique (solution d’une équation
polynomiale a coefficients rationnels). Il fréquenta de grands mathématiciens
tels Gauss, Cauchy, Jacobi, Legendre,... Il mourra, pauvre et tres jeune (27
ans) suite a une tuberculose. Abel est le nom d'un des fils de Eve et Adam.

@ Blaque du jour

Dans une deux-chevaux il y a, un Physicien, un Electronicien, un Chimiste et un Mathématicien.
Tout a coup la voiture s’arréte et le moteur s’éteint.

@ Le Physicien dit : < Je le savais, ¢’est un probleme de transmission.
@ Mais non, dit le chimiste, c’est la faute des acides de la batterie !
@ A mon avis c’est le circuit électronique qui ne marche plus ! > dit I’électronicien.

@ [e Mathématicien en dernier : < ... et si on essayait de fermer toutes les fenétres, de sortir,
et redémarrer a nouveau ? >

Lois de composition interne :

ﬁ Définition
ExE — E

Une L.C.I sur un ensemble E, est au fait une application
xy) — flxy

) , on note x xy

ou x.y ou méme xy au lieu de f(x,y).

Vocabulaire.
@ Une L.C.I définie sur E est associative si et seulement si V(x,y,z) € E> on a : (x.y).z = x.(y.z).
@ Une L.C.I définie sur E est commutative si et seulement si V(x,y) € E> on a : x.y = y.x.

@ Un élément e est dit neutre pour une L.C.I définie sur E si et seulement siVx € Eona :x.e =ex =e.
Notez bien qu’une L.C.I admet un seul ou aucun élément neutre.

@ Si une L.C.I admet un élément neutre, e, dans ce cas tout élément x € E est dit inversible lorsqu’il
existe un élément x’" € E tel que x.x" = x’.x = e. Dans une telle situation le x" est unique, on le note
par X! et s’appelle l'inverse de x.

@ Si deux éléments x et y sont inversibles pour une L.C.I définie sur E, alors x.y est inversible avec
(xy) =y 'x
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‘ Les groupes. ‘

ﬁ Définition
% Un ensemble G muni d'une L.C.I est dit un groupe si et seulement si . est associative, admet un
élément neutre, noté en général eg et tout élément de G est inversible pour cette loi.

[Sous—groupes.j

# Définition
g Une partie H d’'un sous groupe (G,.) est dite sous-groupe de G si et seulement si H est aussi un
groupe pour la méme L.C.I.

4 Remarque
En pratique, pour montrer qu'une partie H d’un sous groupe (G,.) est dite sous-groupe de G il
suffit de montrer que :

eceH
V(x,y) e H*ona:xy ' €H

[Morphismes de groupes.}

4 Définition

Une application f entre deux groupes (G,.) et (G’, %) est dite morphisme si et seulement si :

V(x,y) € E5  flxy) = f(x) * f(y)

Ezxemple.
I'exponentielle définit un morphisme de groupes de (R, +) vers (R, x), alors que le logarithme I’est
de (R, x) vers (R, +).

d Remarque

Si f un morphisme de groupes entre (G,.) et (G’, %), alors :

fix ) =f(x)"" ¥xeG
f(x") =f(x)" WxeG,Wnez

Vocabulaire.
Soit f un morphisme de groupes entre (G,.) et (G’, ).

@ On dit que f est un isomorphisme si et seulement si f bijective.
@ On dit que f est un endomorphisme de G si et seulement si G = G'.

@ On dit que f est un automorphisme de G si et seulement si G = G’ et f bijective.
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[Noyau et image d’un morphisme de groupes.]

# Définition
Soit f un morphisme de groupes entre (G,.) et (G’,*). On appelle :
— Noyau de f, le sous-groupe de G, noté ker f défini par :

ker f ={x € G tel que f(x) = eg/}

— Image de f, le sous-groupe de G’, noté Im(f) défini par :

Im(f) ={ye G' telque Ix € G: y="Ff(x)}

Propriétés.
Soit f un morphisme de groupes entre (G,.) et (G’, %), alors :
@& f est surjective si et seulement si Im(f) = G'.

@& f est injective si et seulement si ker(f) = {eg}.

# Remarque
En pratique pour montrer qu'un morphisme de groupes f entre (G, .) et (G, x) est injective, il suffit

de montrer que :
Vx e G:f(x)=eg = x=c¢eg

‘ Anneaux et corps.

Dans toute cette partie, A est un ensemble muni de deux L.C.I + et ., on a les définitions suivantes :

@& . est distributive par rapport a + si et seulement si :
V(xy,z) € B} ix(y+z)=xy+xzet (y+z)x=yx+zx
@ On dit que (A,+,.) est un anneau si et seulement si :

(A, +) groupe abélien (+ est commutatif)
. est distributive par rapport a +
. admet un élément neutre qu’on notera 14

L’élément neutre de A pour la 1 eére loi + est en général noté 04.
@& Si (A,+,.) est un anneau, une partie B de A est dite sous-anneau de A si elle vérifie :

OAGB
V(x,y) €EB*onax—y eBetxycB

@ On dit que (A, +,.) est corps si et seulement si :

(A, +,.) anneau commutatif (. est commutatif)

0a # 1a
Tout élément de A différent de Oa
est inversible pour la 2eme loi .

@& Si (A,4+,.) est un corps, une partie B de A est dite sous-corps de A si elle vérifie :

0p€eB
V(x,y) eB*onax—ycBetxy'cB

Dans tout la suite K désigne un sous corps de C, et en général sauf mention du contraire, Q ou R ou bien

C et E un ensemble non vide.
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‘ Structure d’espace vectoriel : ‘

[Loi de composition interne :J

# Définition
2 KxE — E

§ Une LCE sur E a base dans K est la donnée d’une application : Ax) o Ax’

ﬁ Définition
E sera dit un K-ev s’il est muni d’'une LCI + et d'une LCE . & base dans K et qui vérifient les
axiomes suivants :
(E,+) est un groupe abélien, dont 1’élément neutre sera noté dorénavant par Og.
V(x,y) € B2, V(«, B) € K? on a les propriétés suivantes :
(x4 B)x = o.x + B.x.
a(x+y) = ox + ay.
a(Bx) = (xB).x.
Tx =x.

Dans toute la suite du chapitre E est muni d’une structure d’un K-ev, [Regles de calcul :]

5 Proposition
Vx € E,Va € K on a les regles de calculs suivants :

0.x = O¢.
«.0¢ = Of.
(—a)x = a.(—x) = —(0.x).

[Structure de sous-espace vectoriel :J

# Définition
Une partie F de E est dite sous-espace vectoriel de E si et seulement si | elle vérifie les deux propriétés
suivantes :

OEEF.

V(x,y) € EL, VA € K on a : x + Ay € F, autrement dit F est stable pour les deux lois, interne
et externe.

[Structure d’algebre :J

Définition

On appelle algebre sur K, tout ensemble A muni de deux LCI +, x et d’'une LCE,., telle que :
(A, +,.) soit un K-ev
(A, 4+, x) soit un anneau.
Vix,y) e AZVA €K, ona: A(x xy) = (Ax) xy =x x (A.y)
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fg Définition

Une partie F sera dite sous-algebre de E si elle vérifie les propriétés suivantes :

OEGF.

V(x,y) e EZ, VA€ Kona:x+Ay € Fet x x y € F, autrement dit F est stable pour les deux
lois internes et celle externe.

{Applications linéaires}

4 Définition
Soit F un autre K-ev et w: E — F, on dira que u est linéaire si elle vérifie la propriété suivante :

V(x,y) € B4, VA€ Kona:u(x+Ay) =u(x) + Au(y)

Vocabulaire et notations :
@ [’ensemble des applications linéaires de E vers F se note Lk (E,F).

@ Une application linéaire est dite endomorphisme lorsque 1’ensemble d’arrivée est inclus dans celui
de départ. L’ensemble des endomorphismes de E se note Lk (E).

@ Elle sera dite isomorphisme lorsqu’elle est bijective. L’ensemble des isomorphismes de E vers F se
note Zsomg(E).

@ Elle sera dite automorphisme lorsqu’elle est bijective et lorsque ’ensemble d’arrivée est inclus dans
celui de départ. L’ensemble des automorphismes de E se note Gl (E) .

fg Proposition
Soit uw € Lk (E, F), On a les propriétés suivantes :
u(0g) = Or.
L’image directe et celle réciproque d’un sous-espace vectoriel est aussi un sous-espace vectoriel.
keru = {x € E tel que u(x) = O} est un sous-espace vectoriel de E, on Pappelle noyau de u.
u est injective si et seulement si 1 keru = {Og}.
Imu = u(E) est un sous-espace vectoriel de F, on I'appelle image de u.
[6] u est surjective si et seulement si 1 Imu = F.
(Lk(E,F),+,.) est un K-ev ,en particulier la somme de deux applications linéaires est aussi
linéaire.
La composée de deux applications linéaires est aussi linéaire, en particulier (Lx(E),+,.,0)
est une algebre sur K.

@ La réciproque d’un isomorphisme est aussi un isomorphisme, en particulier (Glk(E), o) est un
groupe, on l'appelle le groupe linéaire de E.




