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Développements Limités

f(w)

@ On dit que f = o(u") au voisinage de 0 & li(r)n — =0.
u

@ On dit que f admet un développement limité au voisinage de 0 a'ordre n € N si et seulement si 3(a;i)o<icn tel qu
a0+ au+...a,u" 4+ o(u"), qu'on notera en abréviation DL, (0).

@& Sif est continue en 0, son DLy(0) est f(u) = £(0) + o(1).

@& Si f est dérivable en 0, son DL;(0) est f(u) = f(0) + ' (0)u + o(u).

@ Pour tout a # 0, le DL, (a) de f s’obtient en faisant a partir du DLy(0) de la fonction g(u) = f(a+u)
olu=x—ada.

@ Sin < m,le DL,(0) s’obtient a partir du DL,,(0) en éliminant dans celui—ci les puissances qui
dépassent n, on dit qu’on a tronqué a I'ordre mn.

@ La partie principale d'une fonction au voisinage de 0 est par définition la plus petite puissance,
munie de son coefficient, qui apparait dans tous les DL,,(0) possibles.

@ On dit que f admet un développement asymptotique a 'ordre n au voisinage de oo, DAS, (0c0)

si et seulement si la fonction g(u) = f(—) ot u = — admet un DL,(0), ce DL,(0) de g est par
X X
définition le DAS,,(0c0) de f.

@& Sif est de classe C" en 0, alors elle y admet un DL, (0) obtenu & 'aide de la formule suivante dite
de Taylor—Younyg.

m)
() = £(0) + FOJu+ ... D+ ofur)

Opération sur les DL, (0)

On suppose que f et g admettent des DL,,(0), on a les propriétés suivantes :
@ Somme :Le DL,,(0) de f + g est obtenu en faisant la somme de celui de f avec celui de g.

@ Produit : Le DL, (0) de fg est obtenu en faisant le produit de celui de f avec celui de g, mais en
tronquant a 'ordre n.

@ Dérivée : Le DL, (0) de f’ est obtenu en dérivant le DL,,,1(0) de f.

@ Primitive : Le DL,,(0) de toute primitive F de f est obtenu en intégrant le DL, _;(0) de f et en
ajoutant la constante F(0).

@& Quotient : Sile DL,,(0) de fest f(u) = ap+ ayu+...a,u™ +o(u") et si ag # 0, alors le DL, (0)
1 1 cooaput
de - est obtenu en a partir du DL, (0) de g(v) = ——— = a1u—|——au.
f apl+v ap
f 1
@& Rapport : Le DL,(0) de — est obtenu en faisant le produit de celui de f avec celui de —.

@& Composé : Sile DL,(0) de f est f(u) = ap+ aju+...a,u™ 4+ o(u™) et si ap =0, alors le DL, (0)

de gof est obtenu en remplacant dans le DL, (0) de g la variable u par 'expression aju+...a,u"

en tronquant toujours a 'ordre mn.
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‘ Formules usuelles ‘

[Cas généraux.]

DL, (0) iy o (x™) DL;(0) | e* =1 L (x*)
n e—él—kox 3 e—+x+2+6+ox
DL,.(0) 1%:Zxk—ko(x“) DL3(0) 11sz1 +x 4+ %2+ x>+ o(x®)
k=0
DL,.(0) 1lx—§(—1)kxk+o(xn) DL3(0) ] —]Fx:1 —x+x*—=x*+o(x})
DL, (0) In(1 —x) :—;%—Fo(xn) DL3(0) | In(1 —x) :—x—%z—%3+o(x3)
DL, (0) In(1+x) = ; Hk)kﬂ X+ o(x™) DL;(0) | In(1+x) =x— ; + %3 +0(x?)
ok 3
DL;,1(0) | sin(x) = % (Z(k —PU'XZH] + o(x™™M) DL3(0) | sin(x) =x — % +o(x})
nil
DL (0) | sin(x) =) ( Z(k_ P o K o (x) DL4(0) | sin(x) =x — § +o(x")
n _ 2
DLn1(0) | cos(x) = 2 ((2—]1))' x4 oo(x¥ DL3(0) | cos(x) =1— % +o(x})
no 2 7
DL,,(0) cos(x) = 2 ((2—]1))' 1 o(x™) DIL4(0) | cos(x) =1 — % + % +o(x")
i 2k+1 3
DL, 11(0) | sh(x) 2 (zi: i +o(x*™™) DL;(0) | sh(x) =x + % +o(x})
n—1 2k+1 3
DL, (0) sh(x) 2 (Zi: i + o(x™) DL4(0) | sh(x) =x+ % + o(x")
n Ok 2
DLani(0) | chix) = Y (;k)' +o(x2 DL,(0) | ch(x) =1+ % +o(x%)
k=0 )
n 2k 2 4
DLi(0) | ch(x)= Y s+ o0 DLi(0) | ch(x) =1+ 2 + 37 +0(x")
=0 k=1
N (¢ —1)
DL, (0) (1T+x)*=1+ lzo(k)' x4+ 0o(x™) | DLy(0) | (T+%x)* =14 ax + (X((Xz_ )x2+o(x2)
k=1 )

[Cas particuliers.}

3

DL;(0) | tan(x) = x + % +o(x%)
2
DL, (0) \/1+x:1+§—%+0(x2)
1 x 3%
DL, (0 L L 2
0) | == =1 -5+ T o)




