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DEVELOPPEMENTS LIMITES ET APPLICATIONS

Développements limités

Exercice 1 : En utilisant les développements limités usuels, déterminez les

développements limités suivants

1. DL3(0) de z +— In 1 +z 5. DL5(0) de x — Arctan (\/gcos z)
N x In(1 + z)
2. DLy(0) de 2+ In 227 6. DL;(0) de 2= ————
3. DL (O) de © — e\/m 7. D 2(0) de z — (1 + vv)l/dp
. 3
4. DL3(0) de z — In(2 + sinz) 8. DILy(0)dez+— \/1+V14z

Exercice 2 : Déterminez les développements limités suivants :

1. DLs(o0) de x +— /1 +sin(1/z) — cos(1/z);

[ .2
slxt 4+ +1
2. DLy(00) de z — SR

3. DLy(00) de z — Va3 + 22— Vad — 2.
4. DL4(c0) de z — In(x + V22 + 1) — Inz.

Exercice 3 : Déterminez les développements limités suivants :

1. DL3(w/4) de z — sinz. 5. DL3(2) de z + z°.

lnx 6

(

2. DL4(1) de z — — o . DL3(7w/6) de x — In(2sinz).
(
Lo

3. DL3(7w/4) de z — (tanz)°*2, 7. DL3(1) de = =TI

4. DLy(/6) de x + Arcsin (v/3sin z) 8. DLy(n/4) de x — (tanz)tan(®),

Exercice 4 : Déterminez le développement limité a 'ordre n + 1 au voisinage de 0
de

1,2 "
xl—)ln(l+x+f+'~+f>
2! n!

Exercice 5 : Déterminez les développements limités & I’'ordre n € N* de la fonction
Arcsin z. Déduisez-en les valeurs des dérivées successives : Arcsin ™ (0).

Exercice 6 : Développement limité d’une application réciproque

Soit f : R — Rla fonction définie par f(z) = zch (z).

1. Justifiez que f réalise une bijection de R sur lui-méme. On note g : R — R sa
bijection réciproque.

2. Montrez que g admet un développement limité & 'ordre 5 en 0 de la forme

g(u) = ayu + azu® + asu® + o(u®)

3. Déterminez ce développement en exploitant la relation g o f = idRg.

Calculs de limites

Exercice 7 : Déterminez les limites suivantes :

1 1 sin x T
1. lim - — i € —°
z—0 siin2 T iUQ 4. ilg%) sinz — tanz
2. lim —— ———— im o8 1
z=0x In(l+z) 5. ilg%) sinz  x
1
3. lim w 6. hm [ln(e—i-x)]l/x.
z—0 x

Exercice 8 : Déterminez les limites suivantes :
1. lim (22% — 3z + 1) tan(mz).
z— 3

1 1.2
1 4, lim [sin — + cos f] .
5 o T—+00 x T

2. lim & % ) <ln(1+x)>xlm

a—2 sin(z — 2) 5. IB]}}OO e

2
) e +x 621
3. lim ———. 6.

lim 22[er —e1].
a—1  cos(5x) [e* ]

r—>+o00

Exercice 9 : Calculez les limites suivantes

1. u, = [cos +1 +sm6n+1] .
2. up =[e—(1+1/n)"] CE

Calculs d’équivalents

Exercice 10 : Déterminez un équivalent simple au voisinage de 0, des fonctions
suivantes :
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1. z+— e*—e *+2sin(z)+sin(2z)—6z. 4.  +— (2 + cosz) — 3sinz
5. =+ sin(Arctan x) — Arctan (sinx).
6. z — sin(In(1+z)) — In(1 + sinz)

2. z— 2% — (sinz)”
3.z (e 4 x)° —elt®),

Exercice 11 : Déterminez un équivalent au voisinage de +oo de =z >

7)

IS

Arctan ( °
T+

Exercice 12 : Déterminez un équivalent simple des suites suivantes :
1w, =2(¥2-1).
™ 1 n
2. u, = |tan(= + —)| .
u [ an(4 + n)]
3. up =nfe—(14+1/n)"
4

C Uy = n — (n—1)71.

Développements asymptotiques

Exercice 13 : Au voisinage de 400, déterminez un développement limité généralisé
des fonctions suivantes :

3 1

'Z. \ 7 .
1. z+— 4/ —— , ala précision —
r+1 x2

2.z (z+1)e/* | ala précision —
x

2

z X |
3.z~ 1 e/ A la précision —
z

Exercice 14 :
2

x
1. Déterminez le DL1o(0) de F(z) = / dt
x

V14t

2. Donnez le développement asymptotique & l'ordre 5 au voisinage de +oo de
x

Gla) /2 dt

T) = .
z V1+td

Indication :

1
commencez par le changement de variable u = T

Exercice 15 : On considere ’équation
(1) (z? +1) sinz = 1.

1. Soit n € N fixé. Montrez que (3) admet une racine notée a, dans l'intervalle
[2n7; (2n + $)7].
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2. Déterminez un développement asymptotique de (a,) a la précision —.
n

Etudes de fonctions

xVa?+1
z—1

1. Donnez un développement limité a l’ordre 2 de f en 0. En déduire ’équation de
la tangente Tp a I'y en 0 et leurs positions relatives au voisinage de 0.

Exercice 16 : Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) =

3 1
2. Montrez que f(z) =x+1+ 55 T 0+oo (7> En déduire la nature de la branche
T x

infinie de I'; au voisinage de +oo.

Exercice 17 : Soit f : R™* — R définie par f(z) = z[In(2z + 1) — Inz].
f(z)

1. Donnez un développement limité & l'ordre 2 de ——= en +oo.
x

2. Déduisez-en que I'y admet une asymptote oblique en +oco. Précisez les positions
relatives de I'y et de son asymptote.

Exercice 18 : Soit f :] — n/2;7/2[\{0} — R, la fonction définie par f(z) =
VIFsine _

tanx
1. f est-elle prolongeable par continuité en 07

. Etudiez la fonction f au voisinage de 0 :

2. I'y admet-elle une tangente en 07

3. Quelles sont les positions relatives de I'; et de sa tangente éventuelle ?
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1 .— 1. f(z) =22+ %wS + o(x?)

2. f(x) = —éxQ — %334 + o(x?)
3. f(x):e+%ex+£ex3+o(as3)
L o
4. f(l'):hl(Q)Jril'*gl‘ 724x3+0(;z:3)
T V3 7V3
5. f(x) 5—?302 @m‘l—&-o(aﬂf’)
6. f(:r):xQ—%x3+o(m3)
7. f(:r):e—%em—l—%ea:Q—i—o(asg)
8. f(x)zx/i—&-gz—%x?—i—o(ﬁ)
Exercice 2 .— 1. f(z) = % %—Kzg_&_o(%)
1 1 1
2. f(x)=1+ﬂ—w+o(ﬁ)
2 10 1
3@ =545 ole)
4 f(@) =In@) + oy — 5o +ol)

. 2 2 m 2 5 2 . .
Exercice 3 .— 1. f(z) = g+§(x_1)_%( - _%(m_ )34o((z—T))
2 @)=z —1- 20— 1+ 2 e~ 1)~ (=1 o((z - 1))

3. f@) =1—4(e = )?+o((@— 7))

4. f(x) :arcsin(§)+317\/3ﬁ($_ Iy 2\/1239\/§ (@ — %)2—&—0(@— )2)

5. f(z) =44+ (4+41n(2)) (x—2)+ (3+4 In(2) +2 In(2)?) (x—2)2+(%+3 In(2) 4+
210(2)° + - () (2 - 2)° + oz — 2"

6. @) =V3-D) =2~ D+ 22 (- T po@ = T

7. f(z)=1—(x—1)+o((z —1)3)

8. f(x):e*1+§e*1(xf )2 +o((xz— %)%

Exercice 4 .—
x? on 1

1 1 J— e _ — - n+1

n( +at ot +n!> CES VR
Exercice 5 .—

3 7 2n+1
Arctan (z) =z — % + % — (1) an — + o(z? 1)

Exercice 6 .— 1. use the bijection thm

x> 2P -
2. = i 5).

fl)=z+ 5 +24+0(3: )

z® 175 5

3. g(w) = — 5 + - +o(a”).

. . 1
Exercice 7 .— 1. ill)l%) flz) = 3

2. lim f(z) = _

z—0

o

3. lim f(z) =

z—0

4. lim f(z) =

z—0

5. lim f(z) =

z—0

6. lim f(z) = e'/®

z—0

S Wl N

lim f(z) = 1

z—1/2 s

2. lim f(z) =—-41n(2)+4
T—2

Exercice 8 .— 1.

2

3. lim f(z) = 2
z—1 ™

4, xgr}rloo flx)y=e



ELBILIASLY %

Prépas MPSI

6. ‘lim flz)=1

r——+o00

. (1\-\/3)
lim wu, =e' 24
n—-+4oo

Exercice 9 .— 1.

2. nEI-iI-loo Uy, =1

Exercice 10 .— 1. f(z) ~ 2z

Exercice 11 .—

Exercice 12 .— 1. u, ~ In(2)
2. uy ~ €2
3. up~(=1+e)n

4. u, ~1

Exercice 13 .— 1. f(z) =2 — 1+ & — &5 +o(%)
(

3. f(x)z—x—?—%—ko(%)

Exercice 14 .— 1. F(z) = —z + 2’ + {52° — 2 — Lo

24 10
2. G(z) =z — 3L 2° 4 o(a")
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DES COULEVRS POUR REMAACER

LES NOTES! M SiEUR, Vous AVEL
FAIT UNE TACHE DE

CAFE SUR MON DEVOIR !




