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Logique Mathématique

Socrate (-470 , -399 AvJC)

Philosophe grec considéré comme 1'un des inventeurs de la philosophie morale
et politique. Socrate n’a laissé aucun écrit, mais sa pensée et sa réputation
se sont transmises par des témoignages indirects de ses disciples notamment
Platon et Xénophon. Sa condamnation & mort a contribué a faire de lui une
icone.

Une question philosophique fit posée jadis par les grecques : Y a t il identité entre I’étre et le discours.
Y’en a qui pensent que I'étre a la primauté et c’est lui qui assure que le discours peut étre vrai. Les
sophistes operent un renversement : c’est le discours qui a la primauté et n’importe quel discours peut
donner une existence a n’importe quel étre.

Socrate accorde aux sophistes qu’il existe une multitude d’étres, qui peuvent se montrer illusoires et
trompeurs, en relation avec le discours, mais que ces étres existent aussi en dehors du discours, préservant
ainsi la possibilité d’'un discours vrai, qui ne varie pas en fonction de la subjectivité de chacun.

Socrate est ainsi a 1'origine en philosophie de la notion de concept, ouvrant par la le chemin aux idées
platoniciennes qui sont considérées comme les prémices de la logique mathématique moderne.

@ Blaque du jour

0 RS - Deux mathématiciens spécialistes de la logique se rencontrent et discutent :

— Salut vieux ! j’ai de bonnes nouvelles | Ma femme a récemment mis au monde notre premier
enfant.

— Ah | Félicitations ! C’est un garcon ou une fille 7
— Oui, c’est exact.

0 : Un mathématicien, un biologiste et un physicien voyagent ensemble en
Ecosse dans un train. Soudain, ils voient a travers la fenétre un mouton noir.

Le biologiste dit : <« Ah ! En Ecosse les moutons sont noirs. >

Le physicien réplique : < Hum ! Attention ! On n’a fait qu'une observation et tout ce qu’on
peut dire c’est qu’il y a un mouton noir, hein ! >

Le mathématicien les regarde avec un air hautain et dit : < En Ecosse, il existe au moins un
mouton dont, au moins, un coté est noir. >

4 Exercice 1
Soient P , Q et R trois assertions.

O Montrer que si P = Q est vraie alors, (P et R) = Q est vraie.
O Montrer que si P = Q est vraie alors, P = (Q et R) est vraie.
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Exercice 2
On dispose de neuf billes visuellement identiques, huit d’entre elles ont méme masse mais la
neuvieme est plus lourde. Comment, en deux pesées sur une balance a deux plateaux, peut-on
démasquer l'intrus 7

# Exercice 3 : Négations
les assertions suivantes sont elles équivalentes ? Donner la négation de chacune.

OWVxeR, (x*>0et|x|==4x)------ (Vx €R, x* > 0) et (Vx € R, |x| = +x);
O 3IxeR, (x<O0etx?=x3)------ (IxeR, x<0)et (IxeR, x> =%x°);
O Vn €N, (n est pair ou n est impair) -« - - - (Yn € N, n est pair)ou(Vn € N, n est impair) ;

OdreQ, (r<2etr>1)------ (Fre@Q, r<2)et (ITreQ, r>1).

ﬁ Exercice 4 : Disjonction des cas
Montrer que pour tous réels x,y on a :

1
0 max(x,y) = Z(X%—U +x—yl);

O min(x,y) = z(x+y —x—yl).

1
0 (x<=
(<)

[ ﬁ Exercice 5 : Contraposée ou Absurde

1
O Montrer que x(1 — x) < 4 Pour tout x € [0,1]. Puis en déduire que

1 1
X < z ou 1T—x < E o
Soit n un entier, tel que n? est pair, montrer alors n est aussi pair

Soit x un irrationnel positif. Montrer que v/x est aussi irrationnel.

Montrer que V/2 est irrationnel.

O 0O o0

T 1 1
On se donne trois réels x;y;z positifs tels que xyz > T et x +y +z < " aF g + = Montrer
que x;y;z sont distincts de 1 et que min(x;y;z) < 1.

Montrer qu’aucun entier (6m + n)(m +6n) (avec m;n € N) n’est une puissance de 2.

# Exercice 6 : Analyse-Synthése
O Résoudre dans R, Péquation : v/1T—x = 2x* — 14 2x\/1 —x2.

O Montrer que toute fonction f : R — R s’écrit sous comme somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire. Ecrire ainsi la fonction exponentielle.

0 Déterminer toutes les fonctions f : R — R vérifiant f(x —f(y)) = 2—x—1y pour tous x,y € R.
0 Indication : prendre y = 0 puis penser a un changement de variable.
0 Déterminer toutes les fonctions f: R — R vérifiant f(x) + xf(1 —x) = 1+ x, pour tout x € R.

0 Indication : prendre y =1 —x.
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Exercice 7 : Récurrence Faible
O On considere la suite (u,,) définie par ug = 0 et pour tout n € N :

T4+ u,
Uny = 2 .

1
Montrer que pour tout n > lTona : — < u, < 1.

V2

0 Démontrer I'inégalité 2™ > n pour tout entier naturel n.

0 Démontrer que, pour tout entier naturel n, Ientier 3°™ — 2n est un multiple de 7.

Exercice 8 : Récurrence Forte
O Soit la suite (u,) définie comme suit : wy = o, u; = B et aun,z + buyg + cuy, = 0. On
consideére A le descriminant de 'équation caracteristique (%) ax*+bx +c =0.

O ler cas : A > 0. Montrer que w,, = At}' 4+ ury, ou 71,13 solutions reelles de (*) et A, p
vérifiant A + p = &, mA +1mpn = B.

0 2eme cas : A = 0. Montrer que u, = (A + nu)r", ou r solution double de (*) et A,
vérifiant A = o, T(A + n) = B.

0 3emecas : A < 0. Montrer que U, = (A cos(n@)+psin(nd))r™, ot re'® solution complexe
de (*) et A, vérifiant A = «, r(Acos® + usin0) = .

O Soit la suite (v,) définie comme suit : vo =v; =1 et vii1 =vo +Vvi + -+ - + v, Montrez que
pour tout n > 1, v, = gl

O Montrez que pour tout n > 1, il existe p et q tels que n =2P(2q +1).

# Exercice 9 : Récurrence a double indice
(nm)!
nim!

g Montrer que pour tout n,m € N, on a
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