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Déterminants

Calculs de déterminants  ©mpsidill

Dans tout le probléeme,b,c désignent des réels et un entier supérieur a 1.

Partiel

Soit A le déterminant de la matrice carrée d'ordrdormée de la maniére suivante :

les éléments de la diagonale principale sont égauxceux au dessus de la cette diagonale valestt
enfin ceux en dessous de la diagonale vatent

0 b a b b
Ainsi:A1:|a|,A2:c o EtAs=lc a b
c Cc a

1. CalculerA,A, et A,.

2.a CalculerA danslescas=c eta=5b.

2.b  CalculerA, dansle casobli=c.

3. On supposeé = c etn > 3.

3.a EtablirqueA, —(2a—b—c)A, ;+(@—b)a—c)A, ,=0.

On pourra par exemple opérer avec les deux desni@ennes puis faire la méme manipulation sur les
lignes.

3.b Donner I'expression du terme général de laeduit ), ., .

Partiell

Dans cette partie,,...,a, désignentn réels. On désire calculer le détermindht de la matrice carrée d'ordre
n formée de la maniére suivante :

Les coefficients diagonaux sont les...,a, , les coefficients au dessus de la diagonale sgnbéab tandis

que ceux en dessous de la diagonale valent

o b a b b
AinsiD1:|al|,D2:cl .| €tDs=lc a, b
2 c ¢ ag
1. Dans un premier temps, NoOUs SUPPOSoRS: .

On poseD, (z) , le déterminant de la matrice obtenue en ajoutaattous les coefficients de la matrice
définissantD, .
a+z b+z - btz
Ainsi D (z) = c+x az.fx bjrx .
c+zx c+zx a,+z
l.a  Montrer quer — D (z) estune fonction affine, c'est-a-dire qu’il existgs € R tel que pour tout
zeR, D (x)=azx+0.
1.b  Calculera et 8 en évaluantD (z) pour des valeurs judicieuses de
1.c  En déduire I'expression de, .
2. On désire calculeD, dans le cas oli=c.
2.a  Onfixe le paramétre et on fait varier le paramétie dansR . Etablir queD, apparait alors comme
une fonction continue de la variallevariant dansR .
2.b  Endéduire la valeur dB, dans le cas obli=c o
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Correction

Partie |

1. A=a, A,=a’—be, Ay =a®+b’c+be®—3abe.

a b -+ b a b b
2.a Danslecas=c:A =" ¢ .- b:O a=b . ©) via L, — L,—Ly,..., L, — L, —L,.
a a - af [0 (a—0b) a—b
a—b (0)
donc en développant selon la premiére coloAne=a =a(a—0b)"".
(a—0) a—b[nil]
En transposant, on obtiedt, = a(a—c)" " dans le cag =b .
at+(n-00 b - b 15 - b
20 C,—Cy+-+C, donnea, = T0=D bt e
a+(n—-2b b a 10 a
L,—L,-L,,.., L «—L, —L donne
1 b b
A =@+a-)P 7" O -ty
0 O a—>b
a b b 0
3a ViaC,«—C —-C ,etl «—L —L ,donneA =ic a b 0
c - ¢ a b—a
O - 0 c—a Z—-b-—c
En développant selon la derniére colonne :
a bb 0 a b b o b b
A =|c a b 0 :—(b—a)c b +(2a—b—c)c 0 b
¢ a b—a 0O - 0 c—a c - Cc a
0 -+ 0 c—a Zu—-b—c

puis A, =—(b—a)(c—a)A, ,+(2a—b—c)A, , etlarelation demandée.
3.b  Lasuite(A))

r*—(2a—b—c)r+ (a—0b)(a —c)= 0. En reconnaissant somme et produit des raciresplations de

cette équation caractéristique santb et a —c, elles sont distinctes car= ¢ et donc le terme général

de (A,) estdelaformed =A(a—b)" +pla—c)".

Pourn =1, on obtientA(a —b) + p(a —c) = a (1)

Pourn = 2, on obtient\(a —b)? + p(a —c)*> = a’*—bc (2)

est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’'éiQnacaractéristique

n>1

d'ou

(a—c)x(@)— (2) donneA(a—b)(b—c) =c(b—a) donc A = Lb et de mémeu = ; b
Cc— —C
_cla—=0b)"—bla—c)"
n C‘—'b "

A

Partiell

l.a  Enretranchant la premiére colonne & toutesugss colonnes, on fait disparaitre fesles colonnes
C,,...,C . En développant alors le déterminant selon saigrersolonne on obtient une somme de
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1b

1.c

2.a

2.b

coefficients qui sont des fonctions affines demultipliés par des cofacteurs qui eux ne dépengpantie
z. Ainsi D (z) apparait comme une fonction affine de

Pourz = —b, D, (~b) =] [(a,~b) = f—ab.

i=1

Pourz=—c, D, (—c)= H(ai —c)=p0—ac.
1

Dn (_b) - Dn (_C) H (a’i - b) - H (a’i — C)

On en déduite = == —! et
c—b c—b
cH(a —b)— bH(a —c)
B=D,(-b)+ab=—=
c—b
cH(a —b)— bH(a —c)
D,=D,(0)=p=— ;
c—

Notonsm, ; le coefficient d’indice(i, j) de la matrice définissard, . En fixantc et en faisanb , on
peut percevoirn, ; comme une fonction de : b +— m, ;(b) . Cette fonction est continue car soit

m, (b)="b, soitm, ,(b) ne dépend pas de. PuisqueD, (b)) = > £(0)] [m,,. (), b— D, (b) est
i=1

0€B,

continue par opération sur les fonctions continue.
Par continuitée D, (c) = Iim D, (b).

cH(a —b)— bH(a —c) cH(a —b)— bH(a —c)

Orpourb=c : D, (b)=—= ) donc D (C)_l,,"l? T =
I -0 -5]J@,~c) b+D)][@ -t -t[[@ -0 ﬂ(ai—b)—ﬂ(ai—c)
T - T :Q("f‘b)‘b":1 .
H(a —b)— H(a -

b—c i=1 j=1

j=i

Mais Ijmll[(ai—b) H(a o) etlim = %[ﬁ(aj—b)} =3[9

Finalement, quand =c : D, H(a —c)+ciH(a —c).

i=1 j=1

j=i



