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Mercredi 15 Février 2017

Structures-Arithmétique

Durée : 4 heures

~ Jean le Rond D’Alembert(1717-1783) \

Mathématicien et philosophe francais. Il fut abondonné par sa mere, le
deuxieme jour de sa naissance, devant la porte de la chapelle Saint-Jean-
le-Rond. Lauréat de I'Ecole de Droit, refusant de s’inscrire au barreau, il
entreprit des études de médecine. Il commence ses premiers travaux scien-
tifiques en astronomie. Ami de Voltaire, il était un habitué des salons pa-
risiens. D’Alembert est considéré comme un théoricien de la musique. Ses
études de la vibration des cordes font de lui I'un des fondateurs de la phy-
sique mathématique. Il est aussi pour avoir dirigé I’Encyclopédie pour ses
contributions en mathématiques.

ﬁ Questions de Cours
Rappeler les propriétés caractéristiques de
Sous-groupe, sous anneau, sous-corps ;
@ Sous-espace vectoriel, sous algebre ;
PGCD, PPCM.
Rappeler les énoncés des théoremes suivants :

[i] Bezout (version 1 et 2);

Gauss

g Exercice Application-Cours

On consideére la suite (F),),en définie par les relations
FO = 0, Fl = 1, et Vn & N*, Fn+1 = Fn —+ anl

Les F),, sont des nombres entiers naturels appelés nombres de Fibonacci.

1. Montrez que pour tout entier natureln € N*, F,, (1 F,, 1 —F?2 = (—1)". Déduisez-
en que F,, et F,,41 sont premiers entre eux.

2. Montrez que pour tout couple (n,p) € N x N*, F,,,,, = FpoF,41 + Fp_1F,.
Déduisez-en que
PGCD(F,,F,) = PGCD(Fyip, F))

3. Démontrez finalement,

V(')’I,, p) € N2a PGCD(Fna Fp) = FPGC’D(n,p)

4. En déduire que F_n divise F_m si et seulement si n divise m
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[g! Probléme 1 Convolution de suites réelles ]

E =R" désigne I'ensemble des suites réelles.

Pouru € £, on noteu(n) au lieu deu, le terme d’indicen de la suiteu .

Pouru,v € E , on appelle somme des suiteset v, la suiteu +v € F définie par :

VneN,(u+v)(n)=u(n)+ov(n).

On sait que la loi de composition interaesur E ainsi définie munitE d'une structure de groupe commutatif
d’élément nul égal a la suite nulle notée

Pouru,v € E, on appelle convolé de la suitepar la suitev , la suiteuxv € E définie par :

VneN, (uxv)(n)= iu(k)v(n —k).

La loi de composition interne« sur E ainsi définie est appelée produit de convolutiersdites réelles.

l.a
1.b

1l.c
1.d
2.a

2.b

2.C

3.a
3.b

4.a
4.b
4.c

Montrer quex est commutative et associative.

On notes la suite réelle définie par(0)=1 et VneN",e(n)=0.
Etablir ques est élément neutre pour .

Montrer quex est distributive Sur- .

Que dire de la structusg’,+,x) ?

Soitp € R et u la suite réelle définie parn € N,u(n)=p" .

Montrer que I'élément, est inversible et déterminer son inverse.

On noteF = R™ I'ensemble des suites réelles nulles & partir demain rang.
Montrer queF est un sous-anneau de l'annd@iy+,x) .

Soit f: E — E définie par :Vu € E , la suite f(u) € E est donnée parn € N,[f(u)](n) = (—1)"u(n).
Montrer quef est un automorphisme involutif de 'anne@ti, 4, ) .

On se propose maintenant de déterminer les étérimeversibles de I'anneall,+,x ) .
Soitu un élément inversible de I'annedf, +,x ). Montrer queu(0)= 0.
Inversement soit € F , tel queu(0) = 0. Montrer queu est inversible.

On se propose maintenant de justifier I'inté&gde I'anneau F,+,%) .

Soitu,ve E telsqueu=0 etv=0.

On posep = min{n € N/u(n)= 0} et ¢=min{n € N/v(n)=0}.

Justifier I'existence de et q.

Montrer que(uxv)(p+q) =0.

Conclure.
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[ﬁ Probleme 2 Entiers somme de deux carrés ]

L'objectif de ce probléme est de déterminer queitt s entiers naturels qui sont somme de deugsar

Notations:

N, Z et C désignent respectivement les ensembles des entiensls, des entiers relatifs et des nombres
complexes.

On poseZ[i]={a+ib/a€Z,b e Z}C C et Z[s]*=Z[i]\{0}.
Pourz € C, on poseN(z) =2z .

la
1b

1l.c

2.a
2.b
2.c
2d

3.a

3.b

2.a
2.b

2.c

2.d

Partie | :Présentation de 'anneau d&|

Présentation de 'annedl[i|.

Vérifier que Z[i] est un sousnneau deC muni de I'addition et de la multiplication usuelle
Etablir que pour tout,,v € Z[i], N(uv) = N(u)N(v) et que pour tout: € Z[i], N(u) N .
Un élémentu € Z[i] est dit inversible ssi il existec Z[i] tel queuv =1.

Montrer que siu est inversible alorgV(u)=1.

Déterminer alors I'ensemble, noté, des éléments inversibles @] .

Divisibilité dans ranneauz|s].

Soit u,v € Z[i] . On dit queu divise v dansZ|i], et on noteu | v, ssi il existes € Z[i] tel quev=su .
Soit u,v,w € Z[i]. Etablir l'implication que siu|v etv|w alorsu|w.

Soit u,v € Z[i] . Etablir que siu|v etv|u alorsu=+v ou +iv.

Soit u,v € Z[i] . Montrer que siu divise v alors N(u) divise N(v) dansZ .

Déterminer les diviseurs det i , puis del+3i dansZ[i|.

Division euclidienne dan&|z].

Montrer que pour tout € C, il existe u € Z[i] tel que N(u—=z) <1.
Ce u estil unique?
Montrer que pour tout € Z[i] et toutv € Z[i]*, il existe (¢,7) € Z[i|x Z]i] tel que:
u=vg+r avecN(r)<N(v).
On pourra utiliser la division dars .
Partie Il : Arithmétique dand[i|

Soit § € Z[i] . On notes Z[i] = {su/u € Z]i]} .

Montrer queé.ZZ[i] est un sougroupe additif deZ|i].

Soit u,v € ZM avecu =0 ouv=0.0n notel(u,v)= {uz +uz'/ 2,2 € Z[z]} .

Observer que: et v appartiennent & I'ensemblgu, v) .

Montrer que 'ensembled = {N(w)/w € I(u,v)\{0}} posseéde un plus petit élémeht- 0.

Soit 6 un élément dd (u,v) tel que N(8) =d . Etablir quel(u,v) = 6.Z][i] .
On pourra exploiter la division euclidienne présergn 1.3b.

Montrer queé divise u et v puis que

pour toutw € Z[i| , on a I'équivalence (v etw|v) < w|§ .

On dit queé estun pgcd des et v .
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3. Soituuvelli] avecu=0 ouv=0.

On dit queu et v sont premiers entre eux ssi le nombreléfini en 11.2.d appartient @il, ﬂ} :
Dans les questions 3.a et 3.b, on supposeuqaey sont premiers entre eux.

3a Justifier quil existez,z € Z]i) tel quel=uz + vz’
3b  Soit weZ[i]. Montrer que siu divise vw alorsu divise w.

4. Soitu€Zfi|-{0,£14d}.

On dit queu est irréductible ssi ses seuls diviseurs sbhtti, tu et tiu .
4. Soitve Z[i|. On suppose que irréductible et ne divise pas.

Montrer queu etv sont premiers entre eux.
4b  Soit v,w € Z[i]. On suppose que est irréductible et divisew .

Montrer queu divise v ou divisew .
Partie lll : Nombres somme de deux carrés

1. OnnoteS={a"+'/acLbeL}.
la Montrer quen € & Ju€Z[i|,n=N(u).

1b  Endéduire que si,n’ €Y alorsnn’ €3,
2. p désigne un nombre premier strictement supériéur a

2.a Montrer quep € ¥ = p=1 modulo 4.
Nous admettrons que l'implication réciproque esie(quoique loin d'étre immédiate).
Ainsi 5=1"+2",13=2"+3, 17=1*+4*,... sont des éléments d&.

2.b  Montrer que sip n'est par irréductible alorp € X .

3. Soita,beZ etn=d"+b* €Y. Soit p=3 modulo 4, un nombre premier diviseur de

3a Montrer quep|a+ib dansZ[i.

3.b  Endéduire qug’ divisen.

4. Etablir que les entiers naturels non nuls appantsad sont les nombres de la forme= p" py* ... p§*
avec p,,p,,...,p, nombres premiers deux a deux distincta,gty,,...,a, entiers naturels tels que
V1<i<N, p, =3 modulo 4= o, est pair.
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Structures-Arithmétique Fosien = Furpry = Fpoa B + B F

= [Fp+ FpalFun + B F,
= Fp X [Fn + Fn+1] + Fp—l X Fn+1
Corrlge = FpFnJrQ + Fp*lFthl

‘ﬂ Exercice Application-Cours

. . . . e Conclusion :par récurrence sur n, on a montré que
Soit (Fp)nen la suite définie par les relations Fy = 0, F; = P ’ 1

1, et Vn € N*, F, =F,+F, 1.

P it ntfn-1 Soit (n,p) € N x N*. On sait que F,y, = FpF,+1 + Fp_1F, et on montre
1. Montrons par récurrence sur n € N* que Fy, 41 F,_1 — F2 = (—1)™. que PGCD(F,, F,) = PGCD(F,4,, F}). Pour ce faire, on vérifie, par double-
inclusion que D(F,,, F,) = D(Fp4p, Fp).

si d divise a la fois F), et F},, d’apres la relation précédente il divise aussi

Foip =FpFyi1+ Fp_1F,. Dot l'on tire que d € D(F,1p, Fp).
si d divise F, et F,4yp. Alors, d'une part d divise aussi F,_1F, =

e Initialisation : pourn=1,ona Fp, x Fy — F2 =0—1= —1.

o Hérédité : soit n € N* tel que F, 1 F, ; — F? = (—1)". Utilisons les
relations Fj, 11 = Fy, + F,—1 et Fiyo = Fip1 + F,. 1l vient

FoioF, — F3+1 = [Fop1+Fu x B, —[Fy+ Froq] X Fryga Fyyp — FpFnq1. D’autre part, d divise F}, tandis que F), et F},_; sont pre-
= F2-F,1F, 1 miers entre eux (d’aprés la premiere question), donc d et Fj,_; sont aussi
" - premiers entre eux. Finalement, d’apres le théoréme de Gauss on peut
. i i conclure que d doit diviser F},. Il s’agit donc bien d’un diviseur commun &
e Conclusion : par récurrence, on a montré que F et F
» et F.
VneN*, F, 1 F, 1 — F?=(-1)" Par double-inclusion, on a bien établi que D(F,, F,) = D(Fp1p, F}). En par-

ticulier, ces ensembles ont donc méme plus grand élément : PGCD(F,, F,) =

- . N 1
En particulier, en posant pour tout entier n € N*, U,, = (=1)"F,,_1, on a PGCD(Fyyy, F)

obtenu les relations

Vn € N*, Unpi1Fp+ UnFoir =1 3. Soit (m,n) € N un couple d’entiers non tous les deux nuls. On suppose sans
4 n n n n - ° ’ 7’ . ’ . . . . .
Le Théoreme de Bezout permet alors de conclure que pour tout entier perte de généralité que n # 0. Effectuons la division euclidienne de m par n. On
a

naturel n € N*, les nombres de Fibonacci F,, et F, 1 sont premiers entre
eux.

m=ng+r,ou0<r<n-1

En itérant le résultat de la question précédente, on a
2. Notons pour n € N,
PGCD(F,,F,) = PGCD(F,,F,iy,)=---=PGCD(F,,Fring)

P(n)  VpeN*,  Fupp=FFupi + Fy 1 Fy = PGOD(F,, Fp)

Ainsi, pour tout couple d’entiers naturels non nuls, on a

On montre par récurrence sur n que ¥n € N, P(n). PGCD(F,, Fy) = PGCD(F,, F,)
myd'n) = nyL'r)s

e Initialisation : lorsque n = 0, on a bien pour tout entier p € N* oll r est le reste de la division euclidienne de m par n.

F,=F, x I\ + FyF,_1 puisque Fy =0 et 7 = 1.

R . L ) N Finalement, on conclut a l'aide de l'algorithme d’Euclide pour le calcul de
. Hergdl?e : soitn €N t.el que P(n). Conmdero’ns un e\ntler pE N*. A d = PGCD(m,n) : si ap > a1 > -~ > am = d > 0 est la suite des restes
fortz?rz p + 1 est un entier naturel non nul et Lhyp.othese de récurrence non nuls successivement apparus, on a d’aprés ce qui précdde
— qui est en l'occurrence une hypothese de type universel — appliquée a

p -+ 1, donne : PGCD(F,,,F,) = PGCD(F,,,F,,)
PGCD(F,,, F.,)
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[g! Probléme 1 Convolution de suites réelles ]

l.a

1b

1.c

1d
2.a

2.b

Soitu,0€ B ¥ne N, (o))=Y u®oln—k) = S uln—Ou(0) = v(kyuln k) = (xu)(n).

k=0 =0 k=0
Par suiteuxv =vxu et on peut conclure que est commutative.

Soit u,v,weE . VnEN[(u*v)*w (n)= Z(u*v)(k)w(n k)= ZZU(K)U(IC Ow(n—k) et

n—k n_ n—k

[u*(v*w)](n)—Zu(k)Zv(ﬁ)w(n k—10)= ZZu(k)v(E)w(n k—1).

k=0 =0 (=0
Pour identifier les deux expressions, plu5|eursa1ehes sont possibles :
(1) [(u*v)*w}(n) = Z u(p)v(Qu(r) = [u*(v*w)}(n) .
ptg+r=n

n_ n—k n_ n—k

[u*(v*w) (n)—ZZu(k)v(é)w(n k— f) : ZZu(k)v(n k— 0wl

) k=0 =0 b=ty =070
—ZZu(k)v(n k— é)w(é) ZZU(I{:)U(Z k)w(n— é)—[(u*v)*w](n)

Soitue £ . VneN, (u*a)(n) = Zu(k)a(n k)= O+ +0+um)=u@) doncuxe=u.
k=0
Par commutativité, on aussiku = u et on peut donc conclure qéeest élément neutre.

Soitu,v,weE.VneN ona:

[k (ot w)] (1) = S u(k)(w -+ w)(n— k) = S k) — k) +w(n — k)

= iu(k)v(n —k)+ iu(k)w(n —k) = (uxv)(n) + (uxw)(n) = [(uxv) + (uxw)|(n)

Par suiteu x (v + w) = (uxv) + (uxw) et par commutativité (v + w)xu = (v*u) + (w*u) .
Finalement+ est distributive sur-.

(E,+,%) estun anneau commutatif de nulle la suite ndl#é&ément unité la suite .

Cherchong € E tel queuxv=c¢ i.e. tel que(uxv)(0)=1 et Vn € N* (uxv)(n) =0
(uxv)(0)=u (0 (0)= 1imposewv(0)=1.
(uxv)@)=u (0w @)+« (Lp (0)=v (IH p = Oimposev(l)=—
(uxv)(2) = w0 (2)+u Ly W+ u (2) (0)=v (2)- p* + p? = Oimposev(2)= 0 et ainsi de suite.
Suite a cette étude nous visualisons quel doitl'&ixerse dew, il ne reste plus qu’'a vérifier que « ca
marche » :
Soit v la suite définie pav(0)=1, v(1)=—p etVn>2,0(n)=0
On a(uxv)(0)=u(0p(0)=1, (uxv)DQ)=u(Op@)+v@Qu (0)=v AHp= OetvVn>2:
(uxo)(m) = S u(ku(n— k) = 0+ 0+ p" *x (-p)+ p" x 1= O.
k=0
Finalementuxv =¢ et par commutativité xu = ¢ . Ainsi u est inversible et d’inverse.

FCE.

¢ € F car la suitez est nulle a partir du rang 1.

Soit u,v € F' . Il existe p,g ¢ N tel queVn > p,u(n)=0 et Vn>q,v(n)=0

D’une part :¥n>max({p g ), —v )@ )= Oetdoncu—ve F.

Dautre part :¥n > p+q, (u*xv)(n) = Zu(k)v(n k)= Zu(k)v(n k)+ Z u(k)v(n—k) .

= k=p+1

P
Or > u(k)v(n—k)=0 carVk<p onan—k>n—p>q doncu(n—Fk) =

k=0

et Z u(k)v(n—k)=0 carVk>p+1 onau(k)=0. Ainsi (uxv)(n)=0

k=p+1
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Finalementuxv e F .
Ainsi F' est un sous anneau (B, +,x).

2.c Clairementf(s)=¢.Soitu,ve F. VneN ona
[flut+)](n) = (D" @+ov)n)= D' u@)+ ) oe)=[f @) @)+ 0)e)=[fu)+fe) @)
Donc f(u+v) = f(u)+ f(v) .

[Fux0)]() = (1) (usv)(n) = (—1)"iu(k)v(n—k)= 2 CYul)e ) oa—k)

n

donc [f(uxv)](n) = Y[ £(w)|(k)[f(0)](n— k) =[f(u)* f(v)](n)

k=0
donc f(uxv) = f(u)* f(v).
Finalementf est un endomorphisme de I'anne@diy+,x ).
De plusVu e E,¥neN on a[f(f(w))](n)=(-1)"f)(n)= (-1’ - 1fu{@)=u () donc
(fof)w)=wu puis f=1Id,. Ainsi f est une involution. C’est donc une bijection efpeut alors parler
d’automorphisme involutif.
3.a Soitu € F inversible ety sont inverse.
u*xv=¢c donne(uxv)(0)=1i.e. u(0O)v(0)= 1. Par suiteu(0)= 0.

3.b SoitueF tel queu(0)= 0. Soitv € F la suite définie par :

n

1 Zu(k)v(n—k)
U(O):m et Vne N*, v(n) =— “0)

Cette suite est correctement définie et on a dpare(u+v)(0) =1 et d’autre

part Vn € N*, (uxv)(n) = 3 u(k)o(n — k) = u(Op (1) + > k(@ —k)= 0 de sorte quesxv=e . De
k=0 k=1
plus par commutativité x« = ¢ et on peut conclure que est inversible (et d'inverse).
4.a {neN/u(n)=0} estune partie d& non vide caru=0.

Puisque toute partie non vide &ie posseéde un plus petit élément, I'existencepdest assurée.
De méme pour I'existence dg

ab  (we)pra)=S uelpra—k) =S uelr+a—R) @@+ S utlp+a—h).

p—1
Or > u(k)v(p+q—k)=0 carVk<p—1onau(k)=0,
k=0
ptq
et > u(k)v(p+q—k)=0carvk>p+lonap+q—k<q—1doncuv(k)=0.

k=p+1

Finalement(u xv)(p + q) = u(p)v(qg) = 0.

4.c  Parle résultat ci-dessus=0 et v=0=uxv= 0.
Par contraposéexv=0=u=0 ouv=0.

De plus I'anneay E,+,*) est commutatif et non réduit{®} , il est donc integre.
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[ﬁ Probléme 2 Entiers somme de deux carrés ]
Partie |
la Z[i{jcC, 1=1+ 0i€ Z[i] et Yu,v € Z[i], on peut écrireu=a+ib, v=c+1id aveca,b,c,d€Z

1b

2.a

2.b

2d

3.a

Onau—v=(a—c)+i(b—d)€Z[i] (cara—c,b—d € Z),
et uv:(ac—bd)—&—i(ad—&—bc)el[i} carac—bd,ad+bceZ.

Ainsi Z[i] est un sous anneau @€,+,x).

Yu,v € ZM , N(uwv) = WYY = WTVT = N(u)N(v)
Vu € Z[i|, on peut écrireu = a+ib aveca,b€Z donc N(u)=ut =a’+b*€N.

Supposons € Z|i| inversible et introduisons € Z[i] tel queuv=1.

OnaN(uw)=N@)=1et N(uv)= N(u)N(v) donc N(u)N(v)=1 avecN(u),N(@w)eN.

Par suiteN (u) = N(v) =1.

On peut écrireu =a +1ib aveca,bcZ.

N(u) = a® +b*=1 donne(a,b) = (1,0),( 1,0),(0,1)ou (0,— 1) doncu = +1 ou u = =i .
Inversement, ses éléments sont inversibledgde=1, (—1)x (—1)=1, ix(—i) =1 et (—i)xi=1.
U={1i—1-}.

Siulv etv|w alors il existes,t € Z[i] tel quev=su etw=tv.

On a alorsw = (st)u avecst € Z[i| et par suiteu |w .

Siu|v etv|u alors il existes,t € Z[i| tel quev=su etu=tv.
Par suiteu = (ts)u .

Si u=0, on obtientts =1 donct est inversible et alors= 41 ou ¢t = 4.
Par suiteu = +v ou u = +iv.
Siu=0 alorsv=su=u etdoncu=v.

Siu|v alors il existes € Z[i| tel quev = su. On a alorsN (v) = N(su) = N(s)N(u) avecN(s) €N
donc N(u)|N(v).

N@1+i)=2 et Div(2)NN={1,2}.

Si u divise1+4i alors N(u)=1 ou N(u)=2.

Si N(u)=1 alorsu=+1 ouu==i.

Si N(u)=2 alorsu=1+14,1—4i,— 144 ou —1—1.

Inversement, les nombres proposés sont diviseutstde

N(1+3i)=10et Div(10)NN={1,2,5,10.

Si N(u)=1 alorsu=4+1 ouu=4i.

Si N(u)=2 alorsu=1+14,1—i,— 144 ou —1—1.

Si N(u)=5 alorsu=1+2{,1- 2 — 27 ou —2—i.

Si N(uw)=10 alorsu=1+3i{,1- 3~ 3+i ou —3—1.

Inversement, les nombres proposés sont diviseutstci.

Soita etb les entiers respectivement les plus procheReg) et Im(z).
Pouru=a+ib€Z[i],on aN(u—v)=(a—Re@)f + 0 — Imz)zgi+711§—;< 1

Il N’y a pas unicité de. . Par exemple, pow:% , les quatre complexed,1;; et1+i conviennent.
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3.b

2.a
2.b

2.C

2d

3.a

3.b
4.a

4.b

la

1b

2.a

Soitq € Z[i] tel queN[qE]<1 etr=u—vq€Zli.
v

Onau=wvg+r et N(r):N(u—vq):N(v)N[E—q]<N(v) (sachantN (v) > 0).

Partiell

SZ[i|CZ[i]. 0=6.0€ § Z[i]. Yx,y € §Z]i|, on peut écrirer =b6.u ety =5.v avecu,v € Z[i|.
Onaz—y=46.(u—v)€bZ[i] caru—veZ[i]. Ainsi 6.Z][i] estun sous groupe d&|[i],+).
v=ul+v.0el wy) etv=u04+v.1e1 ().

A={N(w)/weI(u,v)\{O0}} estune partie d& , minorée par 1 et non vide caf(u) ou N (v)
appartient a cet ensemble (selon que 0 ou v = 0). Par suiteA possede un plus petit élémeht-0.
6 € I(u,v) donc on peut écriré = u +v¢’ avec¢, & € Z[i.

Vz € §.Z|i], on peut écrirer = §y avecy € Z][i].

On a alorsz = u(6¢) +v(86¢") € I(u,v) . Ainsi 6.Z[i] C I (u,v).

Inversement, soit: € I(u,v) . On peut écrirer = uz + vz’ avecz,z’ € Z[i]

Réalisons la division euclidienne depar § : z=06q+r avecN(r) < N(6).
Orr=gz—6q=u(z—&q)+v(z' —&'q) € I(u,v) doncsir=0,onaN(r)c A. Ceci contredit la
définition ded =min A car N(r) < N(6) =d . Nécessairement=0 et par suitez € 6.ZM .

u € I(u,v)=§6Z]i] donc on peut écrirea = 6.2 avecz € Z[i|. Ainsi § |u. De mémes|v .

Siw|é alorsw|u etw]|v par transitivité de la divisibilité.

Inversement s |u et w|v alors on peut écrire = ws et v=wt avecs,t € ZM et donc I'écriture
§=ué+0v¢" avect, ¢’ € Z[i] introduite ci-dessus donne= w(s¢ +t¢') . Ainsi w|§ .

I(u,v) =6.Z[i)=Z]i| car§ e {+1,+i}.

Or 1€ Z[i] doncle I (u,v) et par suitedz,z' € Z[i] tels quel=uz+vz'.

Supposons |vw . On aw = wx k= uwz +vwz’, or u|uwz et u|vwz’ donc sans difficultés: |w .

Posong un pgcd deu et v . § estun diviseur de I'élément irréductible
Si 6 =+u ou é = +iu alors, puisqued |v, u|v. Ceci est exclu.

Il reste6 =41 ou 6 =+i etdoncu etwv sont premiers entre eux.
Siu divise v : ok
Sinon, u est premier avee et donc puisque: |vw on aw|w en vertu de 11.3b.

Partielll

Sin e ¥ alors on peut écrire =a”+b” aveca,b e Z etalorsn = N(u) avecu=a+ib € Zi].
Inversement, sh = N(u) avecu € ZM , alors on peut écrire =a+ib aveca,b€Z etona
N(u)=a*+b*€X.

Sin,n' € alors on peut écrire = N (u) et n’ = N(v) avecu,v € Z]i].

On a alorsnn’ = N (u)N (v) = N (uv) avecuv € Z[i] doncnn' €%

Puisquep est premier et strictement supérieur a 2, il npest divisible par 2.
Par suitep =1 ou p =3 modulo 4.

Puisquep € ¥, on peut écrirep = a® +b* aveca,b€Z.
Or les seuls valeurs possibles efemodulo 4 sont 0 ou 1 done= 0, 1 ou 2 modulo 4.
Compte tenu de ce qui précéde, il reste 1 modulo 4.
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2.b  Sip n'est parirréductible alors on peut écrire= uv avecu,v € Z[i|\{+1,+i}.

On a alorsp® = N(p) = N(u)N (v) . PuisqueN (u) =1, N(v)=1 et p premier, on aN(u) = N(v)=p
etdoncpeX.

3.a  Puisquep =3 modulo 4,p n'appartient pas & (via lll.2a) et doncp est irréductible (via I11.2b)
Onapla®+b®>=(a+ib)a—ib) or p estirréductible dong|(a+ib) ou p|(a—ib).
Orilestclairquep|z=p|z,doncp|(a+:b) et p|(a—1ib).

3.b  Suite a ce qui précedg | (@ +ib)(a—ib)=n.

Cette derniére divisibilité a lieu a priori daﬁ#i}, mais puisque:/p® est le rapport de deux entiers, sera
un entier et donc la divisibilité a lieu dafs.

4, Soitn = p*py2...p3~ de la forme proposéd. <li <N :

Si p, =2 ou p, =1 modulo 4 alorsp, €. (car2=21"+71 et par la réciproque admise en Ill.2a)
Par suitep € ¥ car ¥ est stable par produit (I11.1.b)

Si p, =3 modulo 4 alorsy, = 23, et pi = p** =(p?)* € carp?=p’ +0°€X .

Puisque tous leg;",...,py¥ appartiennent &, n = py*p5?...py" appartient & .

Inversement : Soih e XNN*. Sin=1, n estde laforme voulue.

Si n>2, introduisons sa décomposition primaite= p;*p,2... p3~ .

Pour toutl<i< N tel quep, =3 modulo 4.

Si a, =0 alors ¢, est pair.

Si o, >0 alors p, |n. Ecrivonsn = a® +b> aveca,b € Z .

Comme vu en lll.3a, on @, | (a +ib) ce qui permet d’écrire + ib = p,(c +id) .

o;—2

On a alorsn = p*(c*+d?*) = pm' avecn’' = pipsz...pH%...pir €X.

On peut alors reprendre la démarche aveet, champagne k. est pair.



