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Lundi 20 Mars 2017

Espaces Vectoriels

Polyndmes-Fractions Rationnelles

Durée : 4 heures

Documents & Calculatrices Non Autorisées

@ Blaque du jour

Deux personnes qui viennent de faire connaissance dans un café discutent :
@ Moi, confie le premier, je ne crois que la moitié de ce qu’on me dit.
@ Vraiment ! Et quelle est votre profession 7
@ Psychanalyste.
@ Ah ! Eh bien, moi, c’est tout le contraire : je crois toujours le double de ce que I'on me raconte.

@ (Quelle est donc votre profession 7

@ Inspecteur des impots.

~ Marin Mersenne (1588-1648)

Religieux, mathématicien et philosophe francais. Il s’intéressait aussi a la
théorie de la musique. Il établit les plans du premier sous-marin jamais
construit, malheureusement. Les nombres premiers de Mersenne sont encore,
a I’heure actuelle, 'objet d’une recherche active

@ Question de Cours : Niveau 0
Soient P et Q deux polynémes. Quand deg(P + Q) = degP.

Rappeler les définitions de : endomorphisme, isomorphisme, automorphisme.
Soit u application linéaire de E vers F. Compléter les assertions suivantes :
u est injective & keru =....
u est surjective & Imu =....
Soit w application linéaire de E vers F, et B famille d’éléments de E.
Si B est liée dans E, a quelle condition sur u, la famille w(B) est liée dans F?
Si B est libre dans E, a quelle condition sur w, la famille u(B) est libre dans F?

Si B est génératrice pour E, a quelle condition sur u, la famille w(B) est génératrice pour
F?

Si B est une base de E, a quelle condition sur u, la famille w(B) est une base de F?
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[@ Exercice I (Application de cours) : Niveau I ]
0] te F(X) = X0+l e R(X)
BRI X 3+ X+ 1) '

Q1) Factoriser X® + 1 dans R[X], en déduire que F(X) est irréductible.
Q2) Calculer E(X) la partie entiere de la fraction F(X).
Q3) Justifier 'existence des nombres a, b, ¢, a et p tels que :

b c oX+p

F(X) =EX) + + + +
X) ®) X+1 X+12 X+1)3 X2+X+1

Sans calculer q, b et c, déterminer « et § en expliquant la méthode.

Q4) Soit HX) = X+ 1)3FX) = X°+1

Bl CX2+X+1°
a) Montrer que pour x réel : H(x) = c+ b(x+1) + a(x + 1) + 01((x +1)2).
b) Que représente cette égalité pour la fonction x — H(x) en —17?

¢) Calculer soigneusement un développement limité d’ordre 2 en —1 de H(x). En déduire les

valeurs numériques des nombres a, b et ¢ (justifier).
Q5) Calculer une primitive de la fonction x — F(x) sur I =] — 1; +o0l.
Q6) a) Sans calcul, donner un équivalent tres simple de F(x) — E(x) en +oo.

b) En déduire I'étude locale de la fonction x — F(x) au voisinage de +oo.

[@ Exercice I1 (Application de cours) : Niveau I

Soit K un sous-corps de C et f: K3 — K® définie par :
f,1,2)=(-x+y+z,-x+2z,—-x+2).

Q1) Montrer que f € Z(K3). Déterminer ker(f) et Im(f), on exprimera ces ensembles sous la forme
Vect]...].

Q2) a) Soit (x,y,2) € K3, calculer f?(x, y, z) et f3(x, ¥, 2).
b) Vérifier que f3 = — f. En déduire f* et f°.
Q3) SoitG={f, 1> f3, .
a) Faire la table de G pour la loi de composition. En déduire que (G, o) est un groupe commutatif.

b) Soit u et v deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel. Montrer que ker(v) c ker(uo v) et

que Im(uo v) cIm(u).
¢) En déduire que tous les éléments du groupe (G, o) ont le méme noyau et la méme image.

Q4) Montrer que f* est un projecteur, préciser.
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[@ Probléeme I : Niveaux II-III

|

Interpolation et polyndmes factoriels

Notations :
n est un entier naturel fixé, > 2.

F estl'espace vectoriel des fonctions réelles degisurR .
E est le sous-espace vectoriel des fonctions polgsécoefficients réels.

E, estle sous-espace vectoriel des fonctions polgs@coefficients réels de degré inférieur ou &gal

Partie |

Si feF,onnoteA(f) et T(f) les fonctions réelles définies par :

Ve e R,A() @)= f(z+1)—f(@) et T(f)(z) = flz+1).

On admettra (aisément !) que et T' sont des endomorphismes #e .
OnnoteA°=T°=1d, (doncsifeF, A°(f)=T°f)=f) et sijeN":

2.a
2.b

la
1.b
2.a
2.b

A=A o A=A AN etT! =T oT=ToT"™,
Soit P € £, non constantA(P) est une fonction polynéme.

Comparer les degrés d&(P) etdeP.
Calculer le coefficient dominant d&(P) en fonction de celui de& .

On noteA, la restriction deA au départ de&, .
Vérifier queA, réalise un endomorphisme @& .

DéterminekerA .
En déduire le rang d& et détermineimA .

Déduire des questions précédentes que I'enddmsong A est surjectif.

Partiell

Pour k € N, on définit les fonctions polyndbmes, par :
z(z—1)...c—k+1)

k! '
Pourk >1, exprimer A(N,) en fonction de I'un des polynomg4/,)

2. VreR,Ny(z)=1et N (z)=

j=0"
Calculer, poug e N etke N, A’(N,) puis (A’(N,))(0).

Montrer que la famill€N,,NV,,...,N, ) est une base d& .

SoitPeE,, P sécrit P=a,N,+a,N,+...+a N, ol (ayay,...,a,)€ R"™.

Exprimer lesa, en fonction degA’(P))(0).

Applications :
On poseP(z) = z*. Déterminer les coefficients,b,c € R tels que :

Ve eR : P(z)=aNy(z)+bN,(z)+ cN ()
et en déduire une fonction polynérge telle queA(Q) =P .

Exploiter celle-ci pour exprimed "k .
=1
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4, SoitfeF.

4.a  Déterminer pour € R etkeN, (T"(f))(z).

4.b  Etantdonné €N, expliciter A"(f) en fonction des™ (f), 0<k<n.
(on pourra remarquer qu& =7"—1d ).

4.c  En déduire quéA” ())(0) ne dépend que des valeurs flaux points0,1... n .

Partielll

On se donne une fonctiof de 7 . On cherche les polyndmes solutions du probléme suivant :

|degP <n
(P)'{Vke{o,l,... al PE)=1)

On pose :
N(z) ZH(x—j):x(x—l)...(x—n).
j=0
1. Soit I'application linéaire :
SO : Eﬂ, — Rn+1

P~ (P(0),...,P(n))
Montrer quey est un isomorphisme.

1.b  Endéduire que le probleni®) posséde une unique solution notée
2a Pourje{0,1,.. n}, comparer(A’(f))(0) et (A’(P,))(0).
2.b  En déduire I'expression d& en fonction degA’(f))(0) et des polyndmes/, .

3. Dans cette question, on suppose fjuest de class€"**. On note :

M, = sup{|f(”'“) ¢ j te] On]} )

3.a  Soitz€[0,n], non entier. Montrer que :

S0 N@).
(n+1)!

On pourra posep(t) = f(t) — P,(t)— KN(t) , ou K est tel quep(z) =0 et appliquer judicieusement le
théoréme de Rolle.

e [O,n] J@)—P @)=

3b  En déduire quas €[0,n] |f (@) B, (0] <——
n

+ 1 Mn+l

On pourra majoreb:N(:z:)| sur chaque intervallh‘,jjtl} ,ouje {0,1,... J— ]} .

& GoODLUCK

FORYJOUR

XAME

DOTHEBEST o
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d’aprés Mines de Sup 1995 Correction
Partiel
1. Si P est un polynéme constant alodgP) =0 ce qui en détermine degré et coefficient dominant.

P
Si P est un polyndme non constant, posgnsson degré, on peut écrirg= ZakX’“ (aveca, =0) et
k=0

P
ona A(P)=> a,A(X") avecA(X°)=0 et A(X") = (X +1)' — X" =kX"*+--- pourk >1. Par
k=0

suite A(P) = payX"’1 doncdegA (P )= p— let le coefficient dominant d&(P) est pa, ou a,
désigne le coefficient dominant d&.
2.a A, estlinéaire car restriction d’une applicatioréhire, de plus ci-dessus, on a vu qudegP <n

alorsdegA P)<n—1<n doncA :E — E etainsiA estun endomorphisme de .

2.b En1, onaobtenu: $ estconstanA(P)=0 etsiP non constante\(P)=0. Le noyau deA  est
donc réduit a I'ensemble des polynémes constaritsi AimkerA = 1 et par le théoréme du rang
rgA, =dimE, —1=n. De plus siP € E, alors on adegA (P )<n—1doncA(P)€ E, ,. Par suite
ImA, C E_,. Parinclusion et égalité des dimension A =F .

3. VP e FE ,onposanth =degP, ilexisteQ € FE , tel que A(Q)=P car A

1 est un endomorphisme de

n+1
E, ., dontl'image est, .

Partiell

La  AW@) =N (D) N, ()= m(w—l)...kﬁm—k-i- 241 okt D)= x(:c—l().k..(:i;m 2)

doncA(N,)=N,,.
1b Pourj<k :A'(N,)=N,, etpuisqueA(N,)=0, A’(N,)=0 pourj>k.
Par suite(A’(N,))(0)=0 si j <k etsij>k alors que(A’(N,))(0)=1si j=k.

2.a Lafamille(N,,N,,....N, ) vérifie degN, =k donc c’est une famille de polynéme de degrés étagpar
conséquent celle-ci est une baseHJe

2b  (A(P)(0)= iak (A’ (NV))(0)=a, puisque(A’(N,))(0)=4,,.
3. a=A"P)(0)=0, b=AY(P)(0)=1etc=A*(P)0)=2.
Considéronsy) = aN, +bN,+cN,. Par I'étude qui précedaA(Q) =aN,+ON,+cN,=P.

Concrétement Q(z) = I(xzfl) PG *123(95 —2)_zl— 123(210* i
SOk =D 0P) = S A@M = Q-+ D- Q) = QG+ - Q=D

4.a  Parrécurrenc®” (f)(z) = f(z +k).

4b A=T-Id, avecT etld, qui commutent donc par la formule du binéme de tdaw

n n

A =3[ er puis ) =37 a7 ).

k=0 k=0

de QOO=X[} )76 carr (DO=1).
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la

1b

2.a

2b

3.a

3.b

Partielll

Soit\,pcR et P,Q€FE, .

OAP+u@)="_(..,(\P+pu@Q)k),...)= (... \P &)+ pQk&),...)=A(.. .PE&),.. )+ un(.QE)...)
donco(AP + puQ) = Ap(P) + ne(Q) et estlinéaire.

Soit Pe E, . Si p(P)=(0,...,0) alors P(0)=...= P(n)= 0 et donc le polyndme admet au moins
n+1 racines ordegP <n donc P =0. Ainsi kerpo ={0} or dimE, = dimR"" donc¢ estun
isomorphisme.

Par la bijectivité de , il existe un uniqueP € £ tel quep(P) = (f(0),...,f (n)). Par suite le probléme
P posséde une unique solution.

(A ()O)= 2[]( 7 )= Z[](—l)”’P(k)z @ )00,

Rappelons que polt € £, : P = Zaij aveca, = A’(P)(0) donc

P Z (A (P))O)N, = Z A7 (MO, .

PosonsK’ une constante telle quéz) — P, (z) = K.N (z) . Une telle constant&’ existe carN(z) =0
puisquez ¢ N .

Considérons alorg: R — R définie parp(t) = f(t) — P, (t) - KN(t) . » est une fonction de clasgg™
qui s'annule erD,1,... ,n et aussi en: . Cela fournitn + 2 annulation dan@,n]. Par application du
théoréme de Rolley’ s’annule au moing, +1 fois dans[O,n} et en reprenant ce processy§,™
s'annule au moins une fois dafsn| en un certairt . Or " (t) = f"(t)—0— (n+ 1)K car

degP, <n et N estun polyndme unitaire de degré-1 donc N = (n+1)!. La relation

F0)
"™ (€) =0 donne alorsk = ce qui permet de conclure.
(n+D!

Pourz € NN[0,n], |f(a:) —R(w)| =0< %Mwl

|f‘"+” @
)1
Pour conclure, il reste a établii/z €[0,n ,|N(x)| <nl.

Pourz€[0n], z¢N : |f(x)- P()|_ |V ()|_( My N ().

1)

Raisonnons par récurrence sue N* .

Pourn=1, N(z) =z etla propriété est vraie.

Supposons la propriété établie au rang1 :

Pourz €[0,n+1], étudionsN (z) = z(z —D)x...x (z— (n+1))= M ()x w—n—1).

Par HR, pourz €[0,n], on a|M (z)| <n! donc|N(z)| <n'x|z—n—1 aveclzr—n—1€[1ln+1 donc
|N(x)| <(n+D!. Pourze [n,nJrl} ,

IN(z)|=2(z—D)x...x(@—n)x (n+1-2)< (n+ Dnx...x Ix I= @+ 1)L Récurrence établie et
probleme résolu.



