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Mercredi 14 Juin 2017

Intégration

Formulesde Stirling

L'objectif de ce probléeme est de déterminer unégjent simple an! quandn — +oc.

Partie | — Une limite

w2 /2
On pose pour touk € N : I, :f sin"td etJ, :f cos't d
0 0

l.a Calculerl,, I, et1,.
1.b  Montrer que la suité/ ) est décroissante et strictement positive.
1.c  ATaide d'un changement de variable adéqugthlir : Vne N, I =J .

n+1

—1
n-+2

2.a  Etablir que pourtouteN : [

n+2 -

n*

n '
—+00

1}
2b En encadran{;—“, montrer quel,,, ~ I

n

2.c  Observer que la suite de terme générat 1)/ I . est constante.

n= n+l
2.d  En déduire un équivalent simple Bequandn — +oo .

a l'aide de nombres factoriels.

24p (p |)4

———1 obtenirm = lim ——*=5.
@), = p((2p)))

3a PourpeN, exprimerl,, etl, ,

2p+ DI
3.b  En observant que( P+,

Partie 1l — En encadrement
Soit a <b deux réels eff :[a,b] — R une fonction de classé”* concave. On noté/ = sup|f” ¢ 1 :
te[a,b]
On introduit g :[a,b] — R la fonction affine déterminée pata) = f(a) et g(b) = f(b) .

l.a  Exprimer, pour tout€[a,b], g(t) en fonction dex, b et f.

b
1.b Calculerf g(t)dt .

2. Justifier par un argument géométrique, 9(1?’@7(25)& gfbf(t)df.
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3. On désire maintenant établir la propriétét € [a,b], f(t)— g(t) < sz(b—t)

Celle-ci est clairement vérifiée poue=a out=>5. Il reste & I'étudier pout € }a,b[.
Pour cela, on introduit : [a,b] — R la fonction définie par a(z) = f(z) — g(z) — K(x —a)(x —b)
ou la constantd( est choisie de sorte quet) =0.

3.a Justifier quer est de class€” et exprimerh”(z) .

3.b  Enexploitant le théoréme de Rolle, établiilexiste c €[a,b] tel quer”(c)=0.

3.c  Endéduire qu'alorgx]| g% puis 'inégalité voulue.

. b b M —a)®
4.  Etablir alors quefa F(t)dt — f gy <=
5. En appliquant le résultat précédent a la foncfioz — Inz sur [nn+1] (avecn e N*) établir :
1 1
0<|{n+={(In(n+2)— In(n))— 1< .
<[ nte+ - )22 2
Partie Il — Formule de Stirling

Cette partie exploite les résultats des questi@b &t I1.5 qui pourront, au besoin, étre admis.

1

n+£
On pose pour: € N\10,1} : v =In 2" |—Inn'etv =u +———.
pose p {03} - u, [n ] ntety, =u,+om

1. Montrer que les suite@; ) et (v,) sont adjacentes.
On noteC' leur limite commune

2. En calculant de deux maniérdsn 2u, —u,

n—00

n

montrer queC = —%In(27r) .

n—+
3. Conclure :n!l~+27e"n 2.
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Correction

Partie |

w2 _ w2 2 _1 /2 _ _z
la I, _f 1dt_ I_f sintd =[—cos| " = 1et12_j; smtct_zj; (1 cosﬁ)d_4

/2
1.b Vte[o,w/z],siriltz Oett+ssin"t n'est pas la fonction nulle dorﬁ;,:j; sin"td > 0.

2 . . . . L
I.,—1 :j; sin"¢ (sint— 1)d < Ocar ¢+ sin" ¢ (sint — 1) est négative sui0, /2.

n+l

Ainsi (I,) est une suite décroissante et strictement positive

l.c  Enréalisant le changement de variable n/2—t :

i/ 7/
In:f zsin”tdt:fo sirt ¢/ 2-u )¢ d )= | * cosu =1, .

2.a f “sin' 2 ¢t = f sint sif™'t d= [— cos siﬁl +f n(+ 1)cés dintd

ipp
donnel,. 2:(n+1)f0 (1-sirft)sint d= ¢+ U, — ¢+ Y,,,

_n+1
n+2

doncI I .

I
2b I,.,<I, donc}—*lgl.

n

I I I
D’autre part : % = ntllig > ntl arden >1.
n n+2]ﬂ+2 n+ 2 n+2
. n+l I,
Ainsi —— e <= 7 <1 et en vertu du théoreme des gendarw@—wl.
n n n
+1

est constante.

2¢ (n+2, 1, ,=m0+ 2)In+1 I.=@+1)I I .. Lasuite de terme général I

n> n+l

n+2"
2.d  Lavaleur de cette constante s'obtient en prtena= 0 et on obtient 7,1, = /2.

Puisquel, ~ I , etn/2=(n+1I I, ~nl’ doncl, ~ /21
n

3a o, -2"Y @029 _ @ D@93 }
Coap T @@-2) 7 @)@~ 22
ainsi 1.~ 2P)@Cp =1 = 2)(P— 3) 2.7 _ @)y ~_ _ @)
! en@-2-2 2 [2pp-n-12 270V

__@C&-2y-2 2"y
P 2p+1)(2p—1--37  (p+ DY

(2p+1)]2p+1 2p1,,

Par la méme démarchd;

3b I, ~1I,_, donc-— it Plw_q
(2p)L,, 2p 1,
221)(])')2
2+, (2p+1) (2p+'1)' - de(P!)Az doncr = lim AF(pI)A
(2p)I,, 2p _@p)t _ p(@2)Y = p((2p))*
22p+1(p!)2

Partiell

l.a g(t):%(t—awﬂa).
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1b

3.a

3.b

3.c

2
Puisquef est concave, les cordes sont en dessous les arcs.

Par suiteVt €[a,b],g(t) < f(t) et donc, en intégrantfbg(t)dtgfbf(t)ct.

' f0)—f(a) ’ f(a)+f(b)
Jood =208 [ —a)d+ [ @)d =S50 0-a).

Par opérations estC”.
Puisqueg est affineg”(z) = 0. D’autre part((z —a)(z —b))" =2 donch”(z) = f"(z) — 2K .

La fonctionh estC® et s'annule emu <t <b .
En appliquant le théoréme de Rollé asur les segments, ] et [¢,b], ' s'annule en des points, 3

tels quea < a <t < 3 <b. En appliquant le théoréme de Rolléasur [a,ﬂ] on obtient une annulation

de " en un pointc € o, [ C[a,b] .
h"(c)=0 donne2K = f"(c) puis [2K| < M = sug/”| et|K|§%.
[a.]
h(t) =0 donne f(£)— g(t) = K (t —a)(t—b)

donc |f(t) — g(t)| <|K||t —al[t — b] S%(t—a)(b—t) .

De plus f(t) — g(t) > 0 et donc I'inégalité précédente donne celle voulue.

En intégrant I'inégalité précédente $uyb)|

J v@-gena < [Te-ae-nd

or j;b(ta)(bt)dtﬁ)[%(ta)z(bt)]a +%fab (tfa)zdt:%

done [ f()d— [ a0k g%;“)s .

La fonctionf est de class€” et f”(:p):—x—lz.

Puisquef”(z) <0, f est concave.

D’autre part, puisquél/ = sup|f” (rj:iz
n

[n,nﬂ-l]
Avec les notations qui précédent :

f:f(t)dt: j;"“mtdt —[tht—t]"" = 1+ D)Inn—n Inn— Let ng(t)dt _

n

Inn+ |2(n +1) donc

1
0§[n+EJ<|nn+ In(n+1))—1gm.
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Partielll

P G BRI (o (n+§1)(|n(n+1)—|n(n))—12 Ovia Il.2.b

1' un+1 n 1 |
7L+E o n!
n 2e
1 1 1 1
—v = —u +—————=|n+-=|(IN(n+1)—In(n)) ———
U7H~1 Uu u71+1 un 12n 12(’17 l) [ﬂ J( (n ) (ﬂ)) 1& (L* 1)
< L 1 <
12 10— 1)
Ainsi (u,) est croissante(v,) décroissante et puisque —u, — 0 on peut assurer que ces suites sont
adjacentes.
2. D’'une part2u, —u,, — 20 —C =C et d'autre part :
n2n+le—2n (77, |)2 \/E(zny 1 n (zn)| 2 1 1
2u, =y, =In 1 - In[(zn)' =In - :EIn —24(”“(” l))4 —>—2an.
(2n) 2e™ ' 2 2@y '
Par suiteC = —%In(Zw) .
2 n+% efn 2 n+% e7" 1
«l «l n+_—
3. Inm—lzlnv27r+un—>0 doncm—|—>1 puisn!~~2re"n 2.
n: n:
(‘
1 No wonder
the students
?\ can’t solve the problem.
— I can’t
solve the problem!




