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Probabilités

Exercice 1

Partie I : Calcul matriciel

1 1/2 1/4 1 1 1

On considére les trois matrices : M= |0 1/2 1/2), @=(0 -1 -2 et D= 0QMQ.
oo 1/4 o 0 1

1. Caleuler @ » . En déduire que @ est inversible et expliciter Q1.
. Caleuler 7 (on vérifiera que ) est une matrice diagonale).
Justifier que M = QD).
3. Démontrer par récurrence que : Yne M, M™ = QID"0.
4. Expliciter les neuf coefficients de la matrice M™.

(=]

Partie I : Etude d'une expérience
(On dispose de %piéoes de monnaie équilibrées, o'est-a-dire que la probahilité d’avoir Pile en lancant 'une d

oes pldces vaut -
On effectue des Tancers successifs selon le protocole suivant :

— a l'étape 1, on lance les 2 piéees,

— & I'étape 2, on lance les pidoes ayant amené Pile & "étape 1 (3'il en existe),

— & l'étape 3, on lance les pibees ayant amené Pile & 'étape 2 (s'il en existe),
et ainsi de suite. On suppose que les lancers successifs édventuals d'une méme piéee sont indépendants et que le
denx piéces sont Indépendantes 'une de Pautre.

On considére, pour tout entier naturel n non nul, les événements :
— A, 1 = obtenir 0 Pile 4 'étape n =,
— By : « obtenir 1 Pile a 'étape n =,
— (Un 1 « obtenir 2 Piles & I'étape n =,
et on note a, = P(Ag), b, = P(B,) et ¢, = P{(,).
1. Caleuler ap, b et 1.

2. Soit m un entier naturel non nul.
Caleuler les trois probabilités conditionnelles Py (A1), Pr, (An) ot Po, (An ).
I'n arpumentaire est affenduy pour expliguer les valeurs de chacune de ces probabilifés,

2. A I'aide de la formule des probabilités totales, prouver que ;

1 1
Ipt+] = Gn + ﬁbn + EC"'

Vnzl brs1 =

5

Er+41 an
vzl | bay | =M| b |.
Crntl Cn

ol la matrice M a été définie dans la partie 1.

4. (a) Vérifier que :
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Exercice 2
Dans un jeu, il y a n numéros (de 1 a n) dont p numéros gagnants choisis a ’avance et connus du seul meneur de

n
jeu. On suppose n € N*, p € N*, p < 3

Dans la premiére phase du jeu, le joueur tire au hasard, successivement, p numéros différents. Le meneur dévoile
alors p numéros perdants parmi les n — p numéros qui n’ont pas été tirés.

Dans la deuxiéme phase du jeu, le joueur a le choix entre deux stratégies.

Stratégie A : il garde les p numéros qu’il a tirés.

Stratégie B : il échange les p numéros qu’il a tirés contre p nouveaux numéros tirés au hasard, successivement,
parmi les n — 2p numéros qui n’ont été ni tirés, ni dévoilés durant la premiére phase.

Le but de l'exercice est de déterminer laquelle des deux stratégies permet d’espérer obtenir le plus de numéros
gagnants.

1. Etude de la stratégie A : On note X la variable aléatoire égale au nombre de numéros gagnants parmi
les p numéros tirés dans la premiére phase.

Déterminer la loi de X ainsi que son espérance.
2

En déduire les formules (1) : kio ) (Zjﬁ) = (Z) (2): kiok(’;) (Z:Z) = %(;)

2. Etude de la stratégie B :
Pour 1 < i < p, on note Z; la variable aléatoire égale & 1 si le ¢
gagnant, 0 sinon.
On note Z la variable aléatoire égale au nombre de numéros gagnants parmi les p numéros tirés dans la
deuxiéme phase.

eme pnuméro tiré dans la deuxiéme phase est

(a) Soient k € [0, p] et i € [1,p], calculer la probabilité conditionnelle P x_z)(Z; = 1).

; ' _ k\ (n—p
o B0

(c) Quelle est la relation liant Z et les variables (Z;)1<i<p ? En déduire que : E(Z) =

(b) Pour 1 < i < p démontrer que : P(Z; =1) =

p*(n —p)
n(n —2p)’

3. Des stratégies A et B, laquelle est préférable 7
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ELBILIASY Simulation DS My Ismail Mamouni

Prépas MPS| 2016-2017 [http :// myismail.netj

CORRIGE

Exercice 1

Partie I

1. On remarque que Q@ = ¢} = I3, o I3 désigne la matrice identité d’ordre 3. Ainsi la matrice  est inversible
et son inverse est 1 Q71 = Q.
2. Om calcule le produit de matrices :

111 1 1/2 1/4 111
p=1{o -1 —a)x={0 172 12] =0 -1 -2
00 1 D0 1/4 00 1
1 191 111
o -1 -2l x|o 2 2)«xfo -1 -2
o o 1 001 D0 1
L1 £ 092 1

7(0 -t 2] xfo =2 —

o o 1 0 0 1

La matrice I? est done bien diagonale.
On a alors :

[ {100 1 0 0
(020 0 1/2 0
Ao oo 0 0 1/4

D=0QMQ— Q'DQ'=M = QDQ =M = M = QDQ
3. Notons pour tout n € M, Hin) 1 « M™ = QD"Q »
e Pour n =10, on a M" = Iz et QD% = Q* = I3. Ainsi, Hi0) est vraie.
e Soit n = 0. Supposons que Hin) soit vérifiée. On a alors :

N QDrQ)QDQ) = QDDQ — QD™q

ML — gy )

done H(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, la propriété H(n) est vraie pour tout n z 0.

4. On a alors :
1 1 1 1 0 0 1 1 1
M™ =QDmg 0 -1 =2)={ 0 [%J“ 0 w |0 -1 -2
0o 1 0o (%j“ oo 1

1 1 1 1 1 1
0 -1 —2|x [0 @)y -2
00 1 0 0 (dm
r]"-n _ l'-n rl'-n
1 1—]'.§} 1 ]2[2_.1 f'].li_.l
(5" 2Az)" =25
- o1
0 0 —"
[‘1,'

Partie 11

1. On lance une fois les deux pigces. Notons Py (reps. Pe) Pévénement « On fait Pile avec la pigce numéro 1
(resp. numéro 2} ». On a alors :

i
ay = P(A1) = P(FiN Fy) = P(R)P(Fy) = 5
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1
by = P(B) = P(Pi N F) + P(Fyn P} = P(R)P(Fa) + P(F)P(Ps) = it

1
2

e | =

o = PlCh) = P(ANF)=PR)PFR) = %

2. 8i A, est réalisé, on a obtenu 0 Pile a I'étape n, done on ne va lancer aucune piéce 4 'étape n+ 1. Ainsi,
on est certain que Aps1 sera réalisé.
Pa (A1) =1
Si B, est réalisé, on a obtenu 1 Pile 4 'étape n, donc on va lancer une pidee & I'étape n + 1. On obtient
Ar41 51 et soulement si cette pigece donne Pile, on a donc :

1
Pg,(Ant1) = g

51, est réalisa, on a obtenna 2 Pile & 'étape n, done on va lancer deux piéces & 'étape n+ 1. On est dans
la méme confizuration que Pétape 1, done :

1
Fo.(Ann) =3

Soit i = 1. On sait qua (A,, B, () forme un systéme complet d'événements, done d’aprés la formules
des probabilités totales, on a :

i1 = PlAdnpa) = PlA N A )+ P(BanApy) + PIC, N AL )
= PiAL) P (Anp1) + PIBL ) Pr_ (Apa1) + P(CL) P (Anta)
1 1
:Enx1+bnx§+cnx1
De méme, on obtient :
bas1 = P(Bni1) = P{An N Bas1) + P{Ba N Brs1) + P(Ca N Baya)
= PlAn) Pa.(Bns1) + P(Ba) PR, (Bnia) + P(Cn)Fo, (Bria)
=aﬂxﬂ+bnx%+cnx%
et
Cn+l = PI:CH_]}I = F["ln M Cn.—]::l + F{Bn. n C11+1J + P(Cn n Cn+]]|
= P(AR) P (Crs1) + P(B)Pr (Chsr ) + PICL) P (Crsa)

=anxﬁ+bnx0+cnx%

3. On a donc bien pour tout n = 1,

n+1 n + 3bn + Itn 1 1/2 1/4 In n
boy | = Thy + 20n =1 0 1/2 172 by | =M b,
Catl $Cn 0 0 14 Cn Cn
Iy 2y ay
Pour n = 1, on a bien ( by ) =I3( by ) = M1 ( By )
cy 51 1

Oy ay
Soit n 2= 1. Supposons qu'on ait | b, | = M™ 1 [ B |. Alors :

Cn C1

G4l i ay 2y

Bopr | =M (b | =M M= b | =M™ [

Crt1 Cn 1 1
Done par récurrence, la formule est bien vérifiée pour tout n = 1.
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Exercice 2
1. Le joueur peut avoir entre 0 et p numéros gagnants lors de la premiére phase donc X (Q) = [0, p] et

() ")

()

P
Justification des calculs de probabilité : On dispose ici d’une population de taille n (les numéros) ainsi que d’une
sous-population de taille p (les numéros gagnants). On pioche p éléments de la population glabale et X désigne le

nombre d’éléments de la sous-population donc X suit la loi hypergéométrique H(p,n,p)
On peut aussi le justifier ainsi : pour les cas favorables, on choisit k numéros parmi les p numéros gagnants ((p) choiz)

et les autres p — k numéros sont choisit parmi les n — p numéros non gagnants ((:_p) choiz), pour les cas possibles,
.
(3)

Vke[0,p], P(X=k) =

on choisit p numéros parmi les n disponibles ((Z) choix) donc P(X = k) =

Puisque X suit la loi hypergéométrique H(p, n, p), il est immeédiat que E(X) = p x % — %
Par définition, on a
S P —h) - 1@210:(’1;)(?”'@):1@2’):(17)( )- ()
k=0 k=0 (Z) k=0 k P — k D
CENRIE ) St SR L T TN 1y
[ C— (Z) n = T\k) \p—k n\p

2. (a) La probabilité conditionnelle P x—_y)(Z; = 1) signifie que I'événement (X = k) est réalisé¢ et que 'on souhaite
la réalisation de I’événement (Z; = 1), c’est-a-dire que lors de la premiére phase du jeu, on a pioché k numéros
gagnants et que ’on souhaite, lors de la seconde phase du jeu, que le ¢-iéme numéro tiré soit un numéro gagnant.
Autrement dit, au début de la seconde phase de jeu, on dispose de n — 2p numéros dont p — k sont gagnants
(puisque le joueur a enlevé p numéros dont k numéros gagnants et le meneur a retiré p numéros tous perdants)
et 'on souhaite que le i-iéme numéro tiré parmi ces n — 2p numéros soit gagnant. La probabilité que le i-iéme

p—
n—2p
Remarque : on pioche simultanément les numéros, chaque numéro a cette probabilité d’étre gagnant mais la

—k
numéro pioché soit gagnant est donc P 5 ,ce qui implique que Pix—)(Z; = 1) =
— 4p

- q
probabilité d’avoir q numéros gagnants n’est pas (])2) car les tirages ne sont pas indépendants.
P

(b) L’événement (Z; = 1) signifie que le i-iéme numéro pioché soit gagnant, cela dépend évidemement du nombre
de numéros gagnants dans la premiére phase du jeu, ce qui est décrit mathématiquement par les événements
(X = K)ke[o,p]- La formule des probabilités totales appliquée a ce systéme complet d’événements nous donne

P(Zi=1) = Y P(X=kNZ=1)=Y P(X=kPx_(Zi=1)= ZWf:;p
k=0 k=0 k=0 p

- n—2p z”% ()(pﬁk)

(c) Il est immeédiat que Z = Z Z; (revoir pour cela le cours sur les variables de Bernouilli) donc E(Z) = Z E(Z;).
Ensuite, I’espérance d’une Varlable de Bernouilli Z; est égale a la probabilité P(Z; = 1). D’aprés les relatlons (1)

et (2) obtenues a la question 1 et en scindant en deux la somme définissant P(Z; = 1), on obtient

a0 )

(n*2p (Z nf2p )p2<2):m

Par conséquent, on en déduit que

" np — p? np — p? 2(p —
) =3 B =Y e = 1 < )

P(Z;




