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Devoir Maison 14

Espaces Vectoriels

Mercredi 14 Mars 2018

Suite de Fibonacci
On considére la suit@u,) définie par iy, =0, w,=1etVneNu, ,=u,  +u,.
Cette suite est appelée suite de Fibonacci.

Partiel

1. Montrer queVn € N,u, >n—1. Déterminer la limite de la suit@:, ) .
2.a  Etablir quevn e N*,uMuH—uf =(—1)" (appelée relation de Simson).
2.b  Endéduire qu&n e N, u, etw, , sontpremiers entre eux.

3.a  Montrer quevn eN,VpeN',u,  =uu, , +u, u, .

3.b  Endéduire qu&n e N,vp e N*,pgcd(,,, », )= pgcdf, v, )

3.c  Montrer que si- est le reste de la division euclidiennede N parb e N* alors
pgcdi, u, )= pgcdg, v, .

3.d  Ens'inspirant de I'algorithme d’Euclide, étab¥n,p € N*, pgcd, u, }=u

pged( )
Partiell

On note E le sous-ensemble d&" formé des suites réellds, ) telles quevneN,q, ,=a,,,+a, .

1. Montrer queE est un sous-espace vectoriel Re.

2. On considére I'applicatiop: E — R? définie pary((a,)) = (a,,a,) -
Montrer quey est un isomorphisme dR - espace vectoriel .
En déduiredimFE .

3.a Pour quelg e R les suites(¢q") appartiennent-elles & ?
On noterag, et ¢, les deux solutions trouvées.

3.b  Montrer que les suitgg,’) et (¢,) forment une base d& .

3.c  Endéduire I'expression du terme général dmiit de Fibonacci.
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Corrigeé

1. Par récurrence double suE N .
Pourn =0,u, = 0>—1, pourn =14, =1> 0, pourn =2,u, = 1> 1 et pourn = 3,u, = 2> 2.
Supposons la propriété établie aurang 2 etn+1 :
Uy s :unﬂ—i—un%n—&—(n—l): 2n—1=n+ (n—1>n+ lpuisquen > 2.

Récurrence établie. Clairement — 400 .

2.a  Parrécurrence simple sue N*.
Pourn =1u,u, — uf =—1:0k
Supposons la propriété établie au rang 1.
Uy, 4 oW, — u3+1 = (U, 1t u,)u, —u, (v, +u, )= uf T U ) =p*
Récurrence établie
2b  PourU =(-1)u,,, etV =(-1)""u, ona:
u, ,U+u,V =1 et par cette egalité de Bézoui:, Au, =1.
3.a  Parrécurrence sure N.
Pourn=0 onaVpe N',u, =u,u, , +uu, caru,=0 etu, =1.
Supposons la propriété établie au rang O .
VpeN,u, ., donc
gy — (U gty 0 0) = (u, =, Ju, o, (u, —u, ) =—u, p,+u, y,=0
Récurrence établie.
3.b  Posons!=pgcd(,,, v, )eté=pgcd, u, )

= un+(p+1) = un,up + u7z,+lup+l

Onad|u, eté|u, doncédlu,,, =wu, ,+u, u,.
Ainsi 6|u, eté|u,,  doncé|d.
Inversement, on & |u, etd|u, , doncd|uu, ,=u, .  —u, u, .

Ord|u, etu,Au,,=1doncdAu,,=1.
Puisqued |u,u, , etdAu, ;=1 onad]u, .
Ainsi d|u, etd|u, doncd]|¢ .
Par double divisibilité d =6
3.c  pgcd,,,, #, )= pgcdl,,,,., ¥, » Pgcd(., v, F pgcd( u,
Par récurrence, on obtient qug € N, pgcd(,,,, », )= pgcde, v, )
Ainsi, si r est le reste de la division euclidienne d'un entie N par un entieb € N* on a :
pgcdf, u, )= pgcd¢, ¥, (enprenanth=r,b=p eta=¢b+r ;sachanyeN).
3.d  Suivons l'algorithme d’Euclide calculantA p :
On poseq, =n, a, = p, puis on réalise les divisions euclidiennes suesutant que les restes obtenus
sont non nuls :
Uy =00, + 0y, G =0x,+0y,..., a, , =0, , ,+a, pUsa, ,=a,q,+0 aveca, =pgcdf p ).
Or, de part 3.c, on obtient
pgcdi, w, )= pgcd, v, > pgcd( w, F ~ pgcd( u, = pged( By, .

d’ou le résultat voulu.
Partiell

1. EcCR".
La suite nulle(0) vérifie la relation de récurrence et appartientda £ .
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Soita,B€R et(a,).(b,)EE .
a.(a,)+06.0,)=(aa, + 5b,) et
Vn€aa, ,+06b, =, +a,)+60,.,+0,)=(0a, ,+ 50, )+ (aa, +5b,)
donca.(a,)+6.0,)€E .
Ainsi E est un sous-espace vectoriel RE.
2. Soita,f€R et(a,),(b,)EE .
e(a(a,)+8.0,)) = (aag + Bby,ca, + Bb,) = ap((a, ) + B (0, )
donc ¢ est une application linéaire.
Soit (a,) € kerp.
Onaag,=0 etq, =0.
Par récurrence double, on montfe € N,a, =0 puisquea, ., =a, ,+a, .
Ainsi kero = {(0)} et doncy est injective.
Soit (z,y) € R?.

Pour (a,) définie para,=z, a,=y etVneN,a a,..+a,,lasuite(a,) estbien définie, elle est

n+2 =
élément deE' et on ap((a,)) = (z,y) . Ainsi ¢ est surjective.

Finalementy est bijective et c’est donc un isomorphismeRle espace vectoriel .
Il en découledimE = dimR? = 2.
3.a (qn)eE@VneN,anJ:qn+1+qn<:>q2:q+1

1+/5 1-+/5

etg, =——.
2 2=

Les solutions de cette derniere équation gprt

3.b  Lessuitegq') et (g,) sontéléments d& .
Montrons qu’elles forment une famille libre.
Supposonsy(q') + 3(q;) = (0) i.e. Vn € N,aq + (g3 =0.
Pourn =0, on obtienta +3=0 d'ol 8 =—«
Pourn =1, on obtientag, + 3¢, =0 ce qui donnex(¢;, —¢,) =0.
Puisqueg, = ¢,, on conclutae =0 puis 3=0.
La famille ((¢;').(¢;)) est une famille libre formée d2= dimE éléments de&, c’est donc une base de
E .
3.c Puisque(u,)€E : (o, B) €R?, (u,) =.(q)+B.(¢3) i.e. VneENu, =aq +34,.
Pourn =0, on obtienta+3=0 d'ol §=—«.
1

1
q,—49, \/g

Pourn =1, on obtientag, + 8¢, =1 d'ou a =

_ @5y - a-VE)

Ainsi VneN,u =

1 n 2,1\/5




