ELBILIASZ Problemes Corrigés My Ismail Mamouni

prépas MPS| 2017-2018 [http ://myismail.net]

Intégration généralisée
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Vendredi 11 Mai 2018

Calcul de l'intégrale de Gauss

2 . X 2
L’objectif de ce probléme est de calcules f T de= Xllm . e "dzx.
—+00
1. Montrer que la fonctiorJY»—>fo e “'dz est croissante et majorée.

En déduire I'existence de la limite définissdnt
/2
2. Pourn € N, on poses, = j; cos = d .

2.a  Calculerg, etaq, .

2.b  Démontrer I'inégalité stricteO< a

n+1 < a’n, -

2.C En supposant > 2, former une relation de récurrence lianteta, .

2.d Montrer que, sk >1, on a I'égalité na a i

n'n—1 "

2.e On suppose toujours>1.

A l'aide de I'encadrementa

4
<a, <a, , déterminer lim —=

ntl n——+0o0 a 1

2.f  Alaide des résultats précédents, détermitier o, et déterminer un équivalent de lorsquen tend

n+00
VErs +0o.
3. Soitz élément dg—1,+o00[ . On poseh(z) =z —In(1+z) .
Etudier les variations dé sur |—1,4+o9] .
Quelle inégalité en déduit-on ?
4. On poseyn désignant un entier strictement positif :

=)o e [
]

(o , ! - , o
4a  Réaliser le changement de variable 'n tant surf —I2 et en deduite I'existence de la limite
0

o

2

e

définissantc, .
4.b  En employant, notamment, 'inégalité trouvéasdia question 3, démontrer la double inégalité :
o
b < [Ted<e,.
0
4.c  Alaide de changements de variable convenadémhoisis, exprimeb, et ¢, a l'aide des intégrales
a’2n+1 et a’Zn—Z .

5. A l'aide des résultats précédents, détermingaleur de’ .
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Correction
d'aprés ENAC Pilotes 1989
1. [z —e™* est une fonction continue positive doAc X — fo Xe*tzdt est croissante.

7252 —t 1 —zz X —T 1 —zz -X 1 —],‘2
Pourt>1, e <e donCF(X)SfOe dm—l—fl e dngoe dz+1l-—e Sfoe dz+1.

Ainsi la fonction F' est majorée. Par suitE converge ent-oo.
/2 T /2
2.a ao_fo dI_E etal_f0 cost =1

2.b z—cos™z estcontinue, positive sans étre la fonction nslie{0,7/2 donca, ., >0.
z+—CcoS'z— co8™z= cosz (& cas @staussicontinue, positive sans étre la fonctidle sur
[0,7/2 donca, >a,., .

B /2 B /2 . ) B B /2 , B
2.C an—j; Coé‘zd—fo (& sifiz )cds®z d=a j; sfy cbsz zd

/2
1 2 1
e cosy d= a, ,——a

donca, =a, ,+
n n—2 . n—l 0 n—l n

1 .
—— sinzcod ™tz
n—1

. . n—1
d'ou la relationa, =——a, ,.
n

2.d Parrécurrence sure N* :

n“n-1""

Pourn=1:naa —%.

Supposons la propriété établie au rang1 :
(n +1)a’n+la'n = na’nfla’n = z :

2
Récurrence établie.

2e a,,<a,<a,, donneLaH<an<an,l puis % c1dou lim =1,
’ ’ n —I_l ’ n+ a’nfl e anfl
h . . s N 2 T s \/;
2.f  Le resultat ci-dessus donng , ~a, et larelationna,a, , =— conduit ana; ~— d'ol a, ~——.
2 2 Jon
Il en découleq, ———0.
r | -1 0 +00
- 1 z N +00 +00
3. h est dérivable sul-1,+oo| eth/(z)=1-——=—— d'ou : .
}’ [ ) 1+ 142 h(z) N /
0

Il en découler vz € |-1,+o00[,In(l+ )<z .

. Y od L . . o
4.a LafonctionX — f —Iz est évidemment croissante de part la positivitedenction intégrée.
0
n

X arc ani
Le changement de variable proposé dorﬁged—xzn: . t fﬁ
' a
n
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HA , . .y, .
- étant croissante et majorée, elle converge-ea et ¢, existe.
x2
14+=
n

i X
La fonction X — f
0

2
T
1-—
n

2
T

<-=.
n

2
nin [l—L 2
_ n

1—— = ]g e car—x—e]—l,o] doncIn
n

n

4b  vreloul,

. s
Par suite b, < f e’
) 0

-n 2

2 z
>e* car—>0 doncln
n

Parsuiteffezzdpgff d1:71§f+x i

2\ 0

1+~
n

2
1+—
n

2
-
n

2

\me[o,\/ﬂ, 1+=

—nln

=e

x
S_
n

2\ '

14+=
n

4.c  Pour réexprimeb , réalisons le changement de variable=: Jnsint
/2 . n
b, :fo Jncos (1 sift) d=1na,,, .

Pour réexprimer, , réalisons le changement de variab&e:' Jntant

/2 1
c, :ﬁ \/E(1+ tanzt)(i ﬁ m \/EG“Zn—Z Car@:]ﬁ‘ tanzt

\/; ™ “/’—‘ g2 +00 2
5. bn:\/ﬁa2n+l~7, CWZJEGZn—ZN? etfo e dp_>f0 e’ @
\/E <f+90 2 \/;
0

L'encadrement de 4.b donne a la Iimite2:—_ e §—2 .

Jr

. N oz o 2
Finalement voila la valeur de l'intégrale de Gauag e’ = ER
0



