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Partie I
Convergence des séries par transformation d’Abel

On considére une suite de réels (ay), une suite de complexes (b,,) et on note pour tout entier naturel
n n
n, S, = >, arby et B, = Y bg.
k=0 k=0

1. a) Pour tout entier k > 1, déterminer by en fonction de By et Bj_1.

n—1
b) Montrer que, pour tout n € N*, S, = > (ax — ax+1)Bk + an By, (on remarque que By = by).
k=0

2. On suppose que la suite (By,) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de limite nulle.

a) Démontrer que la série Y (ay, — ap41) converge.
n>0

b) En déduire que la série Y. a,b, converge.
n>0

Partie 11
Applications aux convergences de quelques types de séries

1. Soit (ay,) une suite décroissante de limite nulle. Montrer que la série ) (—1)"a, converge.
n>0

2. Dans cette question, 6 est un réel différent de 2k (k € Z) et a un réel.

n .
a) Calculer, pour tout n € N*, 3 e
k=1

6171,9

b) Montrer que, pour tout o < 0, la série est divergente.

«
n>1 "

c) Montrer que, pour tout o > 0, les séries > (”02(736) et > S“}fi;w) sont convergentes.

n>1 n>1
d) Montrer que, pour tout a > 1, les séries % et > Sn;l(ifg) sont absolument conver-
gentes. ne =
e) On suppose que 0 < o < 1.
i) Vérifier que la série 2>:1 Cosfline) est convergente.
nz
ii) Montrer que la série 2>:1 Sinz% est divergente.
nz

iii) En déduire que Y 5112(720) n’est pas absolument convergente.
n>1

3. Soit (¢;,) une suite de nombres complexes telles que la série Y ¢, est convergente. Montrer que,

n>0
pour tout réel a positif, la série >° = est convergente.

n>1
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Partie I

Convergence des séries par transformation d’Abel

n n—1
1. (a) Soit k € N*. Ona By =Y bj=> bj+by=DBi_1+ by, donc by = By, — By_1.
§=0 j=0

(b) Soit n € N*. On a

S, = Zakbk = agby + Zakbk
k=0 k=1

n
= agby + Z ai(Br — Bk—1) d’apres la question précédente

kﬁl n
= agpby + Z ar B — Z apBr_1
k=1 lkzl
= agby + ap B, + Z apBy, — Z apBr_1
k=1 k=1
n—1 n—1
= agby + an By + Z apBy, — Z aj11B; on a effectué le changement d’indice j =k — 1
k=1 j=0
n—1 n—1
= anBn+ agBo+ ZakBk — Z ap+1Br  car By = bg
k=1 k=0
n—1 n—1
= anBn+ Z ax By — Z ak+1DB
k=0 k=0
n—1
= apBp+ Z(ak — ap41)Bi.
k=0

n
2. (a) Pour tout n € N, on a E (ap — ag+1) = ap — ant1 4+> ap, donc? la série E (an, — ant1) est convergente
n—-+0o0o
k=0 n>0

+oo
et Z(an — Apt1) = ap.
n=0

1. Ce corrigé est proposé par Adham Elbekkali, professeur de mathématiques de la classe PCSI 2 au CPGE de Tanger

2. Définition : Soit Z Un une série numérique. On dit que la série Z un est convergente, si la suite (S, ) des sommes partielles, définie

par
n
vneN, S, = g Uk,
k=0
“+o0 n
est convergente. Dans ce cas : E Uy, = lim g Uk.
0 n~>+ook o
n— —
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(b) Pour monter que la série Z anby, est convergente, alors, par définition de la convergence d’une série, il suffit
n>0
qu’on montre que la suite (S,,) de ses sommes partielles est convergente. Or, d’apres la question I.1.b, on a

n—1
Vn eN, S, = a, By, + Z(ak’ - ak-i—l)Bka
k=0
n—1
alors il suffit qu’on montre que les suites (a,B,) et (Z(ak - ak+1)Bk> sont convergentes.
k=0
On a
» On aa, — 0 et la suite (B,,) est bornée, donc a,, B, —— 0, ainsi la suite (a,By,) est convergente.
n——+0o n—-+00
» La suite (B,,) est bornée, donc B,, = O(1), par suite (ap, —an+1)Bn, = O(ap—anp+1) et comme la
n—-+00 n—-+00
série Z(an —ap+1) est convergente d’apres 1.2.b, alors la série Z(an — ap+1) By, est aussi convergente,
n>0 n>0
n—1
du coup la suite des sommes partielles (Z(ak - akH)Bk) est convergente.
k=0

Donc la série E anby, est convergente.
n>0

Partie 11

Applications aux convergences de quelques types de séries

n n
1. Pour tout n € N, on pose b, = (—1)" et B,, = Zbk, donc pour tout n € N, on a B, = Zbk = z:(—l)’C =

k=0 k=0 k=0
1— (=t : . : - -
— s € {0,1}, du coup la suite (B,,) est bornée, et comme la suite (a,) est décroissante de limite nulle,
alors, d’apres la question 1.2.b, la série Z anby, = Z(—l)”an est convergente.

n>0 n>0

2. (a) Soit n € N*. On a 6 est différent de 2k7 (k € Z), donc e est différent de 1 puis

n n AN ind Win (70
. N\ K ) 1— (e ) 1 —e™ 41 sin (5
§ :ezkH — § (e'LO) — ez@ % : ( Z0) — ez@ % : = ezTG X — ( 3 )

—e —e g

k=1 k=1 St (2)
ind 1 ein@ ein@

(b) Soit @« <0, on a =— /——0, donc +—— 0, des lors la série E diverge grossierement.
ne ne mn—+oo n® mn—r+oo = ne
n>

1 ) n
(c) Soit o > 0. Pour tout n € N*, on pose ap, = —, by, = e et B, = Z bi. D’apres la question 1.2.a, on a
n

k=1
n L ‘n sin (”—9) 1
Vn e N* |B,| = be| = e®l| = |30 x 20 <
B2 =12 (@) | < T (@]

donc la suite (B,,) est bornée, et comme la suite (a,,) est décroissante de limite nulle, alors, d’apres la question

- ein? , . ein? cos(nd)
1.2.b, la série E anBy = E — est convergente. Il en résulte que les séries g Re — = g —_—
n

n no
n>1 n>1 n>1 n>1

end sin(nd
et Zlm ( ) = Z (a ) sont aussi convergentes.
n

ne
n>1 n>1
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(d) Soit @ >1.On a

1 i 1
Vn e N, cos(nﬁ)‘ <L sm(n&)‘ <1
nOé - nO[ nOé - nOé
- . 1 L. cos(nb) sin(nf)
et, comme la série de Riemann Z v est convergente, alors les séries Z TLO“ et Z - sont
n>1 n>1 n>1
cos(nf sin(nf
convergentes et par suite les séries Z L et Z L sont absolument convergentes.
= =
(e) (i) On a 6 est différent de 2kw (k € Z), donc 20 est aussi différent de 2k7 et, comme a > 0, alors, d’apres
cos(n26
la question I1.2.c, la série Z (72) est convergente.
n
n>1
(ii) On a
vn € N* sin?(nf) _1- cos(2nh) _ cos(2nb)

ne 2n® 2n® 2n®

1 cos(2nd
la série de Riemann Z a est divergente (o < 1) et la série Z 7(1&) est convergente d’apres la
n>1 n>1

in(nd)

. L . s
question précédente, donc la série E -
n
n>1

est divergente en tant que somme d’une série convergente

et d’'une série divergente.

in(nd in?(nd in?(nd
(iii) Soit n € N*. On a |sin(nf)| > sin?(n#), donc sin(nf)| > sin”(n6) et, comme la série E sin” (nf) est
ne ne ne
n>1
in(nd
divergente d’apres la question précédente, alors la série E w est aussi divergente, ainsi la série
n
n<l

sin(nf)
Z — n’est pas absolument convergente.
n>1 n
n
* 1 s s .
3. Posons, pour tout n € N*, ap, = — et By, = ch. La série Z cn, étant convergente, donc la suite des sommes
n
k=1 n>1
partielles (By,)n>1 est convergente et par conséquent elle est bornée et, comme la suite (ay)n>1 est décroissante de

.. N . ‘o &
limite nulle, alors, d’apres la question 1.2.b, la série E AnCn = g —Z est convergente.
n
n>1 n>1



