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Polynbmes de Legendre
d’ apres ESIEE Amiens 1997

Dans tout le probleme; désigne un entier naturel.
On noteR[X| I'espace vectoriel réel des polyndmes réel enéterminéeX et R [X] le sous-espace

vectoriel formé des polynémes de degré inférieuégai n .
On identifiera polyndbme et fonctions polynomialesaciées définies SL[HLL]} .
k

Pour k€ N, on note la dérivéek ™ d'un polyndmeP .

k

On considere, pour € N, les fonctions polynomiales définies slrpar :

1 d'U,
2'n! "

U,(z)=(z"-1)" et P, ()= (z)

En particulier, avec les conventions usuellég (z) = Py(z) =1.
A toute fonction polynomiale” , on associe le polyndmg(P) définie surl par :

L(P)(x) =%[(x2 —1)%@)]

Partie

Pour P,Q € R[X], on pose(P|Q) = f_llP(x)Q(x)dr :

1. Montrer que(.|.) définit un produit scalaire SUR[X] .

Dans tout le probléme, on suppdE¢X ] muni de ce produit scalaire et on nM la norme euclidienne
associée.

2. Montrer queL estun endomorphisme de[X].

3. OnnoteL, larestriction de l'endomorphismé au départ dek [ X|.

3a  Montrer queL, estun endomorphisme de, [X].

3b  CalculerZ (1), L (X) et L (X") pour tout2<k<n.

3.c  Former la matrice dé, relativement & la base canonig(leX , X*,.. X" ) de R [X].

4. SoitP,QeR[X]. Observer quéL(P)|Q)= (P|L(Q)).
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Partiell

Calculer directemen, P, et ;.
Montrer queP, est exactement de degréet calculer le coefficient, de z" dansP, .

Justifier quer,, P,...., P, forment une base d& , [X].

En utilisant la formule de Leibniz pour calculedd?((:v—l)" (a:+1)”), établir que :

r@=23 ] v ey

2" =
et en déduire les valeurs d&(1) et P (—1).

Vérifier les relations :
1): Ul,(z)-2(n+1eU, (x)=0,

2): (@ - (x)- 202U, (x)=0.

En dérivant: +1 fois (1) et (2), montrer que la sui(® ) verifie :

(3): PBLi(@)=2B/(@)+{m+1P,(z),

4): L(P)=n(+1)P,.

En exploitant la relation (4) et le résultat@euestion 1.4, établir que si =n, (P, |P,)=0.
Montrer que pour tou € R [X], (P,,,|Q)=0.

b
En introduisant un polyndomg de la formeH(X —a;) montrer que le polyndme, ., possede
=1

exactement +1 racines distinctes, toute dans I’interva]Hel,l[.

2

E,

Montrer que(P,, | P,) = (n+1)*
a

n

1
A I'aide d’une intégration par parties, étalfire :||Pn||2 =2-2 f RIAC )P ()ds .

2 2
2n+1

En déduire quiP,

Etant donné un polyndmé € R[X] et F' un sous-espace vectoriel # X |, on noted(P,F) la

distance deP au sous-espace vectorigl.
Calculerd(X"™, R, [X]).
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Partie |

(.].) est clairement un forme bilinéaire symétrique.

1
Pour toutP € R[X], (P|P)= f 1P(t)2dt > 0 etsi(P|P)=0 alors la fonctiont — P(t)* est nulle car

continue, positive et d’intégrale nulle s{wl,]}. Par suiteP est le polyndme nul car il posséde une

infinité de racines.
Soit A\, u€R et P,Q € R[X]|. L(\P + uQ) = AL(P)+ 1L(Q) notamment par linéarité de la dérivation.

De plus L: R[X|— R[X] donc L est un endomorphisme d&[X|.

La linéarité de,, provient de celle dé. . Le probléme est de justifier qug est a valeurs danR , [X} .
Soit Pe R [X]. On adeg%g deP— Kn— 1doncde{ @’ — 1)% @ﬂ< 2+n— E=n+ lpuis
degL, P)<n.Ainsi L (P)eR [X].

L@=0, L,(X)=(X*~1) = 2X , L (X") = (p(X* ~)X"") = p(p+DX" —p(p— DX" 7.

00 2 0
2 0°
Mat(l,){ b= 6 n(no—l)
0 n(n+1)
(L(p)|Q)_fl%[(xz_l)%@)]g@)%[@ 1)—@)@@% [0S 02 e

done (1(P)|Q)= [ ¢* -1 )L @)

or la symétrie de cette formule éh et Q permet de concluréL(P)|Q)= (P |L @Q)).
Partiell

P=X, P2:%(31:2—1), P3:gx3——2$.

degU, = 2 doncdegP, = ded/, —n=n .
2n)!

. L 1
Le terme erz” de P, provient de la dérivation a I'ordre du terme%xz" donca, = 2” ( )2
n: n

La famille (7, P,,...,P,) est de degrés étagés (idegP, =i ) c’est donc une base de, [X].

1 w1 ! _A
P=o ,g (e=2)" (@ +2) ’—znn!;[”](n"@,( 1y 1)
donan_zlz":[ ] (z-D)""@+1).

Pn(l)—zln[z]zz Let P (-)= [](—2) 1y

(@7 =1 = 4+ Dx 2% (7= 1) = 26+ BT, ¢ )
(@ -D)((@*-'Y=nx2rx @ — 1) = 2zU, @).
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En dérivant, +1 fois la relation (1), via la formule de Leibniz obtient :

d(d* d"* n+1) d"* n+1
a[W(U,,H(;g))] e+ ey, () = 2(n+1)[ 0*] L, 6y 2[ +]@+ (0, ¢)

donc 2 (n+D)IP/ (z)=2(+e 2n P @)+ 2+ 1f 2n P, ¢)
puis P/, (z) = zP/(z) + (n+ 1P, (z) .
En dérivantn +1 fois la relation (2), via la formule de Leibniz; obtient :

(@ =002+ (49200 @+ D 210 0 2000 €)- 26+ WY €)= 0

donc (z* U2 @)+ 22U P @)=n+ W @) ie. ((@* - DU (x)) =nn+1U" @)
etdoncL(P,)=n(n+1)P,.

n(n+0(P, |P,)=CLE)IF,)=E |ILE,N=m@+DE, P,)

donc (n(n+1)—m(m+1) (P, |P,)=0

Or n+— n(n+1) estinjective etn == m doncn(n+1)=m(m+1) puis (P, |P,)=0

m

(B,.....P,) estbase d&®  [X] donc on peut écrir€ = A\, +---+\ P, .

Par suite(P, +1|Q)—Z)\ (P..|1P)=0

Notonsa,,...,a, les racines de multiplicités impaire du polyndife, appartenant é—l][

Posons@ = ﬁ(X —a,) .

Le polyn(‘)mgézP n'a que des racines de multiplicité paire d@qﬂ;][ il est donc de signe constant sur

[ 1]} et par swtef Q(2)P,.,(z)de = 0 (par non nullité de l'integrale d’'une fonction timue, non

nulle, et de signe constant). Par syite- deg@ >n .

Or P _, estde degré +1 donc nécessairemept<n +1 et donc finalemenp =n +1.
Par suiteP,,, posséden +1 racines distinctes darjs-1,1 .
De plus, puisquelegP, , =n+ 1, on peut assurer qu’il N’y en a pas d'autres etcglles-ci sont

simples.

P! . =(m+1a, X" +Q avecdegl <n ou encoreP/, = (n+1)—2 Sust P +Q avec degQ <n.

n

a’n+l

Par suite(P', | P,)= (n+ )L (P, [P, )+ @ IP, )= G+
an

P 2

n

= [ Payar=[ar,@)], - 2[ P @F/@)o = 2- pr € ¥ 6

a,, 1@n+2)(+1) 2+ 1
ol = donc(P,,|P)=(2n+1
a, 2 (n+17 1 (BlalP)= @+ 2P,

De plus 71+1(I) - IP (I) + (n +1)P (I) dOnC( n+1 |P71 ) = (XPH/ |Pn )+ (TL + 1)(Pn |Pn )
1 P

2

or (XP[|P,)= f_ 1zP;(z)Pn, (@

1 2

P 2 =—.
2n+1

n

1)

P, estun vecteur normal & 'hyperpla, [X| de 'espaceR  ,[X].
n+1 Xn+1 P
Par suited(X" ™, R, [X]) = (X—|})2+1) - :M
| Pn+1|
l n+l
or x° =1+ avecdeg <1+ 1done (11, ) =R
n+1 7,+1
+1 2
Par suited(X"™, R, [X]) - 1P, = 2 (+DYy 2

2n+2)! Jon+1

n+1



